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Correction de FONCTIONS - Fiche 5

@ 1. Ce n'est pas un caleul de primitive puisgu on veus donne la. primitive candidate of qu’'l subpit de vérigion qu. olle Cest.
En plus, nous ne powniens pas tower une primitive gnﬁm a nos fonctions et fonmes usuelles...
T0 suppit de déniver g et towver In :

ux)=x et u' (x)=1

g estde laforme uv—u avec {v(x) =Inx et v (x) =

1
X
donc g estdérivablesur 10; 4+ [ et g'=u'v+uv' —u'
donc, pourtout x € J0; +oo [ :
g'(x) = IxInx+ XX%— 1
=Inx+1-1
= Inx

Donc g est bien une primitive de In sur ]0; +oo [ .

2. Dévivons F pour trouver, f .

F est de la forme —%In (u) avec u(x)=1+e > et u' (x) =2

donc F estdérivablesur Ret F'=—

NIlw

u
0
donc, pourtout x € R :
Fro= 32

21+e

Se—ZX
T1+e X

Ten'est pas dvident d'y voin f(X) ...

TV oublieg pas que pow. démontuen que dewr choses sont dgales, en peut partin de L'une pour amiver & U'awbre mais on peut ausst pantin des deur pour awviver &

o méme chose.

or, f(x) = 3 _35 Quuec de U astuce, on pouvait ndonmsins continuer le caleul et amiver & f() :
' 1+e e
3(1+e®) 3 T T Ire X
= - = - |
1+e > 1+e X e a3 3y astuce !
_3+3e %3 T T e
T 1+ -2x
o _3(1+e ™) 3
3e” = 2 —2X
e 1+ e3 l+e
=F'( =3 irem = 0

Donc F est bien une primitive de f sur R.

@ 1. On a une simple somme ' expressions wbuelles owee des constontes multiplicatives qui sont consewées.
3 2 2
5x

Une primitivede f sur Rest F:x+— -3 % +5 x77 2x=—x*+ 5> - 2X. — pemwé 0. ananger vothe expression st ¢ est possible.

2. De mbme ici -

Une primitive de g sur ]0; +oo [ est x> e*+Inx
donc les primitives de g sur 10 ; +oo [ sont les fonctions Gy : x> e*+Inx+k,avec ke R.

3. a. Une primitivede h sur JO; +o[ est H:x—2Inx.

b.  Mouws n'avons plus une expression wouelle.
Cherchons une fonme wsuelle.

h est de la forme UU avec u(x) =x—1 strictement positifsur J1;+oo[ et u'(x)=1, — Signa&m lo. positivite pour entren dans In .

donc, une primitivede h sur 11 ;40 [ est H=In(u) : x> In(x-1).

c. Ton. ce n'est pas dewn fois lo méme question |

h est de la forme UU avec u(x) =x-—1 strictement négatif sur ]—o;1[ et U'(x)=1, — Sizana&m la. négotivits...

donc, une primitivede h sur ] —<o;1[ est H=In(-u) : x> In(1-x). — ... pour que —U eoit positip.
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d. O n'est pas loin de la forme usuelle UU mais i manque U'(X) =2 en numérateur.

Fongons sa. prdsence en compensant :
1 .1 2
x+1722x+1

h est de la forme %UU avec u(x) =2x+1 strictement positif sur ]7%; +oo[ et u'(x)=2,

donc, une primitive de h sur ] —% ;oo est H= In (u) : x =3 In (2x+1). — Ne pas sublier votre constante multiplicative.

e. Oh, comme ¢’est gentil ne nows mettne le 2 ... Oui mais & mangue quand mime un petit quelgue chose...
2 _ 2
1-2x  1-2x

h est de la forme —UU avec u(x) =1-—2x strictement positif sur ]700;%[ et u'(x)=-2,
donc, une primitive de h sur ]—o ;%[ est H=—In(u) : x—>—-In(1-2x).

f. Ok ben 03, on nous a mis un 3 Qui ne nous convient pas.
On va. le pousser sur le B mais ne pas Loublien |
3 _., 1 2
x+17 7T 22x+1

h est de la forme g% avec u(x) =2x+1 strictement positif sur ]— ;o[ et u'(x)=2,

donc, une primitive de h sur ]7 ; oo [ est H- In(u) X3 In (2x+1).

g. Méme prsbleme que dans lo €. mais on o changé de porme | On n'est pas lsin de la porme wsuelle %

3 _., 12
(2x+1)2 2(2x+1)°
h est de la forme g% avec u(x)=2x+1 et u'(x)=2, —> Plus bessin de lo. positivifs.
_— 1 31,3 1 3
donc, une primitive de h sur ]72,+oo[ est H 57 21 2(xA1)

h. On est paset a. la. forme wsuelle %

3 .12
(2x+1)3_3x2(2x+1)3

h est de la forme g avec u(x)=2x+1 et u'(x)=2,
311 31 1 -3
= 4 == == ==

donc, une primitive de h sur ] 2 o[ est H S XPy S+ 4(2x+1)2'

St vous n'8tes pas a. Uaise avee la formule S ous powvey erine u sous la fonme U' U3 of wtiisen o, pormule u™

L vous n p fonm, el =T, VU4 pouues K b w Bormu il

u=rt 11
| S U T
Une primitive de U'U™ est en ehfet ——— 3+1 qui devient bien = =5

i. Ovttention au camé | Ce n'est pas la gonme % .
C'est de nowveant UU mais en o. changé de U !

X _1_2x
xX2+172x%+1

h est de la forme %UU avec u(x) = x>+ 1 strictement positif sur R et u'(x) = 2x,

donc, une primitive de h sur Rest H=1In (u): x— In(x?+1).

J. C'est encone du UU .

Mais alors, quel est o prsblime ?
x?+x+1 apourdiscriminant A=12—-4x1x1=-3<0
donc il est du signe constant de son coefficient dominant 1 positif.

h est de la forme UU avec u(x) =x?+x+ 1 strictement positif sur R et u'(x) =2x+1,

donc, une primitive de h sur Rest H=1In (u): x = In (x> +x+1).
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4. Une premitne dippicults sena de ginon lo. constante additive.
Qvttention | Etle ne dispanait pas...

1 _ 1 -3
2-3x 32-3x

¢ estde laforme 1—%% avec u(x) =2 - 3x positif sur ]40;%[ et u'(x) =-3,
donc, une primitive de ¢ sur ]—o; %[ est x |—>x7% In(2-3x) — On peut allegen en n'denivant pas Co. porme géndrade.
donc, F est de la forme des primitives de ¢ sur ]—oo;%[ qui sont les X>—>X—%|n(2—3x)+ k avec ke R.

T0 paut mainfenant touwver la constante k powr vériien la. condition :

Alors :
F(2)=0 Cox
1 1 IR
& 2-3In(2-3%(-2)) +k=0 ] 2+5In8 = 2+3In2
< k= 2+ In8 =2+%x3In2
<:>k=2+|n277f****) =2+In2

On en déduit que F est la fonction définie par F(x) = x —% In(2-3x)+2+1In2.

1 _1 6
5 a ==
\J6x-3 6 6x—3
f est de la forme ET avec u(x) =6x—3 et u'(x)=6,
donc, une primitive de f sur ]2 ; +oo [ est F:%Z u x»—>gx2 E

b. f est de la forme \/u__ avec u(x)=x—-3 et U'(x)=1,
u

donc, une primitive de f sur 13 ; +oo [ est F=2+fu 1x>2x-3 .

2 1 -6
c. =2x%x(-=
\[3-6x =% 6x—3
1 u
f estde la forme —=—— avec u(x) =3 -6x et u'(x)=-6,
W ®) ®)
donc,uneprimitivedefsur]foo;Z[estF:—%xzxjﬂ:xn—wéxz 3-6x =£@.
d X :1 2X
' xZ+2  24[x7+2
f estdela forme =—— avec u(x) =x*+1 et u'(x)=2x,

B

donc, une primitive de f sur R est F:%xz u :x»—)%xlexh =\lx2+1 .

6. a (2x75)5=%><2(2x75)5

g estde la forme %u'u5 avec u(x)=2x-5 et u'(x)=2,

imiti _lu®. 1(2x-5)° (2x-5)°
donc, une primitive de g sur R est G—2 5 .xr—>2 5 = R .
b. 7(2x—5)7=7><%><2(2x—5)5

g est de la forme Zu'u7 avec u(x)=2x-5 et U'(x)=2,

2
u?, 7(2x-5)%_7(2x-5)°
g X728 T 168

donc, une primitive de g sur Rest G = %

c. x(x2+1)4=%><2x(x2+1)4

g est de la forme L0t avec ux) =x2+1 et u'(x) =2x,

2
us. 1(x*+1)°_(x*+1)°
5 X777 5 0

donc, une primitive de g sur Rest G = %

d. (x+1)(x2+2x—5)9=%(2x+2)(x2+2x—5)9

g est de la forme Liu® avec ux) =x2+2x—5 et u'(x)=2x+2,

2
1u®. 1(x%+2x-5)" (x*+2x-5)"
donc, une primitive de g sur R est (3—2 0 X5 10 = 20 .
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7. y est de la forme 4 uu® avec ux)=x+1letu@x=1,

Nm
4 4
donc, une primitive de  sur ]1;+oo[ est 2+fu +u7:xn—> 24x+1 +§%)—
4
donc, G est de la forme des primitives de y sur ]1;+oo [ quisontles x> 24/x +1 +£%)— +k avec ke R.

“Trouver la constante K :

Alors :

G(0)=2

4

o 2:0+1 +&41)—+k=2

_ 1
= k-—4

4

On en déduit que G est la fonction définie par G(x) = 2/x + 1 +£%L—A—1‘.

8. a. 93“1:%)(393“1

f est de la forme lu'e“ avec u(x) =3x+1 et u'(x)=3,

3
Lo _1 . 1
donc, une primitive de f sur R est F-§e .x»—>§

93X+1.
b.  e?*=—(-e"%)
f estdelaforme —u'e" avec u(x)=2-x et u'(x)=-1,
donc, une primitive de f surRest F=—e": x+»—e? .

c. 2etF=_(2e'%)
f estde laforme —u'e" avec u(x)=1-2x et u'(x)=-2,

donc, une primitive de f surRest F=—e": x> e! ¥,
d Z=2er=-2(-e)

f estde la forme -2 u'e" avec u(x)=-x et u'(x)=-1,

donc, une primitive de f surRest F=-2e":xr>-2e*= ;—E .

1 2
e. x €% =§><2xeX

f est de la forme %u'e“ avec u(x) =x? et u'(x) = 2x,

donc, une primitive de f sur R est F= % el x> % ex’.

9. a 17c32x’1=17%><29ZH

v est de la forme 1—%u'eu avec u(x)=2x-1 et u'(x)=2,

Lo 1 o
donc, une primitive de v sur R est xr—>x7§eZX !

. 1 o
donc, les primitives de v sur R sont les xr—>x7§eZX '+k avec ke R.

b. La représentation graphique passe par le point A(1;1)
o 17%e2”’1+ k=1

-€
p= k—2

On en déduit que la primitive de v dont la représentation graphique passe par A (1;1) est x> x— % et +% .

10.  a  ‘Une premitne méthode senait de développer : (€*—1)e*=e®—e* ot on a dewx expressions quon sawo. génen pacilement.
als montwons une seconde me L sewia pour Les exe suwants...
m o nde méthede qui pou mples B
h estde laforme u'u avec u(x)=e*+1 et u'(x)=¢*,
2 X 2
donc, une primitive de h sur R est u? X L%)— .
b. h estde laforme u'u?® avec u(x) =e*+1 et u'(x)=e*,

3 X 3
donc, une primitive de h sur R est u? X (%)_ .

C. h est de la forme UU avec u(x) =e*+1 strictement positif sur R et u'(x) =e*,

donc, une primitive de h surRest Inu: x> In(e*+1). — Qbfention, on ne peut pas ufiiser Ine*=x d cawse du +1 .
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d. h est de la forme % avec u(x)=e*+1 et u'(x)=e",

1
ef+1°

donc, une primitive de h sur R est _Tl X —

e. eX(e*+1)=—(-e*)(e*+1)
h estdelaforme —u'u avec u(x)=e*+1 et u'(x)=-e>,

2 X 2
donc, une primitive de h sur R est u? X (%)_ .

X X

e* _ —e
e*+1 e*+1

h est de la forme —UU avec u(x) =e*+ 1 strictement positif sur R et u'(x)=—-e™,

donc, une primitive de h surRest Inu:x—In(e™+1).

g. eZX(e2x72)=%xzeZX(eZX72)

h estde la forme S u' u avec ux) =e*—2 et u'(x)=2e*,

2
2 2x 2
donc, une primitive de h sur R est %U?ZXH%K%)—.
h xe¥ _1 _2xe*
: e+2 2 e +2

h est de la forme %UU avec u(x) =e*+2 strictement positif sur R et u'(x) =2x e**,

donc, une primitive de h surRest Inu:x—In(eX+2).

11, Dewr guands classiques...

a. Lo premidne expreseion est tnds simple d condition d. avoir {'idde de eéparen la. fraction. :
Inx_1,
X X
p estde laforme u'u avec u(x)=Inx et u'(x) =% ,

2 2
donc, une primitive de p sur ]10; +oo [ est u? 1X '_>§In_2x)_.

b.  La seconde & appuie sur la. méme astuce -

1
1 _x
xInx " Inx
q est de la forme UU avec u(x) = In x strictement positif sur ]11; +oo [ et u'(x) =%,

donc, une primitivede g sur 11 ;4o [ est Inu:x—In(Inx) .

@ 1 On se naméne & la gorme y' =ay la plus simple gue nous sowons résoudre.

y+2y=0 < y'=-2y
Les solutions sont les fonctions x > C e définies sur R, avec C € R .

2. On se naméne & la pome Y =ay + b, la deuridme forme que nows savens réesudre.
y'+2y=5 < y=-2y+5
o 0=2+5 o k=3
donc, la solution particuliére constante est x D—)% .

—2x

¢ On en déduit que les solutions sont les fonctions x> C e +% définies sur R, avec C e R.

3. a. Pour tout x e R :

G(x)=%x—%
G =3
donc G'(X) +2G(x) = %+2(%x—%)
=X

donc G est une solution particulierede (E):y'+2y=x.
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b. On se naméne & la. toisitme pome ' =ay +f que nous sawons résoudre.

Yy +H2y=X < y' =2y +Xx

Les solutions de (E) sont les fonctions x> C e 2+

définies sur IR, avec C € R..

ux)=x et u' (x)=1
a. f est de la forme uv avec

donc f est dérivable sur R et f'=u'v+uv'
donc f'(x) = 1xe*+xe*
= e +xe”
{f(x):xeX
f'(x)=e*+xe”
donc f'(x)—f(x) = e*+xe*—xe*
= e’

donc f est une solution particuliere de (¢) :y'—y=¢e*.

b. y-y=e' o y=y+e

v(x)=e* et v' (x)=¢*

Les solutions de (&) sont les fonctions x > C e* + x e* définies sur R, avec C € R .

c. h)=1
o Cel+1el =1
P S

e

l-e -
Donc h:xr—>Tex+xeX définie sur RR.

Powr varifior 0’ dquation digforentiolle, i me hout d abord la. dénivé -

ux)=x et u'(x)=1
u estde la forme vw avec o , o
vix)=e“ et v'(x)=2e

donc u est dérivable sur R et u' =v'w + vw'
donc u'(x) = Ixe*+xx2e*

= (1+2x)e*
On en déduit :
u()-2ux) = (1+2x)e*—2xe*
= er

donc u est une solution particuliere de (E) .

O«pp&wﬁbn du cowrs :
y-2y=0 < y=2%

Donc, les solutions de (E,) sont les fonctions x > C e définies sur R, avec C e R .

Vewsion en dewr implications réciprogues :
¢ Supposons v solution de (E) .
Alors :
(v-u)-2(v-u) =Vv-u-2v+2u

(v'=2v)—(u'-2u)
- e x_
=0

Donc v—u solution de (Eo) .

+ Réciproquement, supposons v —u solution de (Eo) .
Alors (v—u)'—=2(v—-u) =0
etdonc (v'-2v)—(u'-2u) =0
donc V'—2v = u'-2u
= e daprés 1.
Donc v solution de (E).

v solution de (E)
< v—u solutionde (Eo) d'apreés 3.
< v—u delaforme x> Ce* avec C € R dapres 2.

< v delaforme x> Ce*+u(x)=Ce®*+xe® avec C e R.

e car v solutionde (E) et d'aprés 1.

Voici la. vension napide pan succession d' équivalences :

v solution de (E)

oV -2v = e

< V' -2v = u'-2u daprées 1.
< V-2v-u'+2u =0

< (v-u)-2(v-u) =0
< v—u solution de (Eo) .

Donc, les solutions de (E) sont les fonctions de la forme x> C e +x e définies sur IR, avec C € R.

Ce?+0e” =1
< C=1

Donc, la fonction est x > e? + x e* définie sur R.

— On peut gactniser sous la forme (1+x)e*.
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® 1 y-=0ey=2

Donc, les solutions de (E;) sont les fonctions x > C e définies sur R, avec C e R .

{u(x)=ax+b et u'(x)=a
2. a. ¢ f estdelaforme uv avec
v(x) =e* et v' (x) =¢*
donc f est dérivable sur R et f'=u'v+ uv'
donc f'(x) = ae*+(ax+b)e*
= (ax+b+a)e*
¢ f solution de (E,)
< fr(x)-2f(x)=xe*
& (ax+b+a)e*—2(ax+b)e* =xe*
< (ax+b+a-2ax-2b)e* =xe*
& (-ax—-b+a)e* =xe*
< —ax—b+a =x

{—a: 1
=
-b+a=0
{a:—l
=
b=-1
b. pmpeésrw lo. vension no.pide pan quivodences :

f+ g solution de (E,)

< (f+g)-2(f+g) = xe*

< f'+g -2f-29 = xe¥

< (f'-2f)+g'—2g = xe*

& xe*+g'—-2g = xe* dapres 2. a.
& 09-29=0

< g solutionde (E,).

c. h solution de (Ez)
< (h—f)+f solutionde (Ey)
< h—f solution de (E;) d'aprés 2. b.
< h—f delaforme x+— Ce? avec C e R daprés 1.
< h delaforme x> Ce®+f(x)=Ce®*+(—x—-1)e* avec C e R.

Donc, I'ensemble des solutions est I'ensemble des fonctions de la forme x> C e® + (—x—1) e* définies sur R, avec C € R.
3. Ce*+(-0-1)e*® =0

< C-1=0
& C=1

Donc, la fonction est x> e® + (—x—1) e définie sur R. — La gactonisation simplifie  expression en —x &> .




