Exercices supplémentaires : Loi binomiale

Partie A : Loi binomiale
Exercice 1
Dans une région pétrolifere, la probabilité qu’un forage conduise a une nappe de pétrole est 0,1.
1) Justifier que la réalisation d’un forage peut étre assimilée a une épreuve de Bernoulli.
2) On effectue 9 forages.
a. Quelle hypothése doit-on formuler pour que la variable aléatoire X correspondant au nombre de
forages qui ont conduit a une nappe de pétrole suive une loi binomiale ?
b. Sous cette hypothese, calculer la probabilité qu’au moins un forage conduise a une nappe de
pétrole. En donner la valeur 8 1073 preés.

Exercice 2
Un constructeur de composants produit des résistances. La probabilité qu’une résistance soit défectueuse est égale
a5x1073,
Dans un lot de 1000 résistances, quelle est la probabilité d’avoir
a. Exactement deux résistances défectueuses ?
b. Au plus deux résistances défectueuses ?
c. Au moins deux résistances défectueuses ?

Exercice 3
Une classe compte 30 éleves dont 20 filles. A chaque cours de mathématiques, le professeur interroge au hasard un
éleve de la classe, sans se rappeler quels éleves il a déja interrogés.
On considere un entier positif ou nul n et on note X la variable aléatoire qui correspond au nombre de filles
interrogées au cours de n jours consécutifs.

1) Quelleestlaloide X ?

2) Quelle est la probabilité que sur 10 jours consécutifs, soient interrogées 4 filles exactement ? au moins 4
filles ?

3) Quel doit étre le nombre minimal de cours consécutifs pour que la probabilité qu’aucune fille ne soit
interrogée soit inférieure a 0,001 ?

Exercice 4
Afin de créer une loterie, on place dans une urne n boules différentes (n = 3) dont deux et deux seulement sont
gagnantes. On choisit au hasard deux boules de I'urne en remettant la premiére boule tirée avant d’en tirer une
seconde.

1) On suppose dans cette question que n = 10. Y désigne la variable aléatoire qui donne le nombre de boules
gagnantes parmi les deux choisies. Déterminer la loi de probabilité de Y.

2) On revient au cas général. Calculer la probabilité q,, d’avoir exactement une boule gagnante parmi les deux.

Exercice 5

On considere une variable aléatoire X qui suit une loi binomiale de parametres 20 et 0,4.
1) Calculerp(X =3);p(X =17); p(X = 10).
2) Calculerp(X <1); p(X=18); p(X <15)etp(X = 10).

Exercice 6

On considere une variable aléatoire X qui suit une loi binomiale de parameétres 50 et 0,03.
1) Calculerp(X =3);p(X =17); p(X = 10).
2) Calculerp(X <1); p(X=48); p(X <15)etp(X = 10).

Partie B : Coefficients binomiaux
Exercice 1
1) Interpréter (f) et en donner la valeur.

2) On suppose connu que (g) = 15. En déduire (;)
3) Comment obtenir facilement (;) ?



Exercice 2
Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

1) (192) = (132)
2) ()=2(3)
3) (3)=36)

Exercice 3
Donner les valeurs sans calculatrice :

(25) (23) (15) (2013)
0/ \22/) ’ \15/ ’ 1
Exercice 4

Calculer avec la calculatrice :

52 o (24 (13\ (2013
(3) + Go) 5 (7) + Gono)
Exercice 5
A I'aide du triangle de Pascal, démontrer que (5) + (3) + (;) + (g) + (g’) = (;)

Exercice 6
A l'aide du triangle de Pascal, donner les valeurs de

() () (e ()

Partie C : Espérance et variance d’une loi binomiale
Exercice 1
Un éléve se rend a vélo au lycée distant de 3 km de son domicile & une vitesse supposée constante de 15km. h 1.

Sur le parcours, il rencontre 6 feux tricolores non synchronisés. Pour chaque feu, la probabilité qu’il soit au vert est >

Un feu rouge ou orange lui fait perdre une minute et demie. On appelle X la variable aléatoire correspondant au
nombre de feux verts rencontrés par I'éleve sur son parcours et T la variable aléatoire égale au temps en minute
mis par I’éléve pour aller au lycée.
1) Déterminer la loi de probabilités de X.
2) Exprimer T en fonction de X.
3) Déterminer E(T) et interpréter ce résultat.
4) L’éleve part 17 minutes avant le début des cours.
a. Peut-il espérer étre a I’heure ?
b. Calculer la probabilité qu’il soit en retard.

Exercice 2
Alain et Benjamin pratiquent assidiment le tennis. On estime que la probabilité qu’Alain gagne une rencontre est
0,6.lls décident de jouer trois matchs dans |” année (les résultats des matchs sont indépendants les uns des autres)
et de faire une cagnotte pour s’offrir un repas en fin d’année. A la fin de chaque match, le perdant versera 20€.
Benjamin s’interroge sur sa dépense éventuelle en fin d’année.
On note X la variable aléatoire correspondant au nombre de matchs gagnés par Benjamin et D la variable aléatoire
correspondant a la dépense de Benjamin.

a. Quelles sont les valeurs possibles de X ? Exprimer D en fonction de X et en déduire les valeurs
possibles de D.

b. Démontrer que la probabilité que Benjamin dépense 40€ est 0,432.

c. Calculer |’ espérance de dépense en fin d’ année de Benjamin.

Exercice 3

Un pépiniériste conditionne des bulbes de fleurs .On conviendra qu’un bulbe germe s’il donne naissance a une
plante qui fleurit. On considere que le pépiniériste dispose d’un trés grand nombre de bulbes et que la probabilité
gu’un bulbe germe est de 0,83.

Il préléve au hasard successivement quinze bulbes de ce stock. On note X la variable aléatoire correspondant au
nombre de bulbes qui germent.



1) Quelleestlaloide X ?

2) Quelle est la probabilité qu’exactement 5 bulbes choisis germent ?

3) Quelle est la probabilité qu’au moins 9 bulbes germent ?

4) En moyenne, sur un prélevement de 15 bulbes, combien vont germer ?

Exercice 4
Une compagnie de transport désire optimiser les controles afin de limiter 'impact des fraudes. Cette compagnie
effectue une étude basée sur 2 trajets par jour pendant les 20 jours ouvrables d’'un mois, soit au total 40 trajets.
On admet que les contréles sont indépendants les uns des autres et que la probabilité pour tout voyageur d’étre
controlé est égale a p.
Un trajet colte 10€ ; en cas de fraude, 'amende est de 100€. Théo fraude systématiquement lors des 40 trajets
étudiés. On note X la variable aléatoire qui compte le nombre de trajets ou Théo a été contrélé.
1) On suppose que p = 0,05.
a. Calculer 3 10™* prés la probabilité que Théo soit controlé au plus 2 fois.
b. Soit Z la variable aléatoire donnant le gain algébrique réalisé par Théo. Justifier que
Z =400 — 110X puis calculer E(Z).
2) On ne connait plus la valeur de p.
Pour quelles valeurs de p, la fraude systématique est-elle favorable a Théo ? Justifier.

Exercice 5
Indiquer en justifiant si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses.

n
1) Si X est une variable aléatoire suivant la loi B (n; g) avecn = 2,alorsp(X >1)=1-— (3)

3
2) SiXsuitlaloiB(5;p)etsip(X=1) = gp(X =0)alorsp(X =2) =3p(X = 3)
3) Si X est une variable aléatoire qui suit une loi binomiale avec E(X) = 36 et 6(X) = 3 alors
p(X =29) ~ 0,0131073 prés.

Exercice 6
Une boite contient 1 jeton noir, 2 jetons rouges et 3 jetons jaunes. L'expérience consiste a effectuer n tirages d’'un
jeton de cette boite avec remise (n = 2).
On note N et R les variables aléatoires donnant les nombres de jetons noirs et rouges lors de ces n tirages.
1) Déterminer les lois de probabilités de N et R.
2) Déterminer leur espérance et leur variance.
3) On note S la variable aléatoire indiquant le nombre de jetons noirs ou rouges obtenus lors de ces n tirages.
a. Montrer que S suit une loi binominale ; préciser les paramétres.
b. Calculer E(S) et V(S).
c. At-onE(N+R)=EN)+ER)?etV(N+R=V(N)+V(R)?

Partie D : Echantillonnage
Exercice 1
La société qui fabrique les fameux jeans « Clovis » avait fait faire en 2008 une enquéte de satisfaction qui indiquait
que 75% des clients étaient satisfaits de leur jean. Le directeur de marketing désire lancer une campagne de publicité
en 2010 dont le slogan serait « trois quart de nos clients nous sont fideles ».

1) Sous I'hypothése que la proportion de 2008 est toujours valable en 2010, déterminer 'intervalle de
fluctuation au seuil de 95% de la fréquence des personnes fideles a la marque sur un échantillon de taille 100.

2) Le directeur de marketing commande une enquéte a un institut de sondage auprées de 100 personnes.
L'institut répond « 64% des personnes sondées sont fideéles a la marque Clovis ». Quelle décision peut prendre le
directeur de marketing ?

Exercice 2
Entre les deux tours d’une élection présidentielle, il ne reste que deux candidats A et B en lice. Lors d’'un débat
télévisé, A affirme sur la foi d’'un sondage secret que si I'élection avait lieu maintenant, il gagnerait largement avec
60% des voix. Avant la fin du débat, B fait effectuer un sondage par téléphone auprés de 200 personnes en age de
voter. Le résultat donne 104 personnes en faveur de A.
1) Ensupposant que le sondage secret reflete fidélement I'opinion des électeurs le jour du débat, donner
I'intervalle de fluctuation a 95% de la fréquence des personnes favorables a A sur un échantillon de 200 pesonnes.
2) Que peut-on dire suite au résultat du sondage demandé par B ?



3) Reprendre les deux questions avec un intervalle de fluctuation au seuil de 98%.

Exercice 3

Les infections nosocomiales sont des infections contractées lors d’un séjour hospitalier. En France, la derniere
enquéte de prévalence « un jour donné en 2006 » dans les établissements de santé a dénombré 18000 patients
infectés sur 360000 personnes hospitalisées.

Le jour de cette enquéte nationale, prés de 930 des 19400 patients hospitalisés dans les Pays de la Loire étaient
atteints d’une ou plusieurs infections nosocomiales.

Au seuil de 95%, les résultats en Pays de la Loire montrent-ils une différence significative par rapport aux résultats
nationaux le jour de I'enquéte ?

Exercice 4
Indiquer si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses.

1) Si, aprés avoir déterminer un intervalle de fluctuation d’une fréquence associée a une variable aléatoire X
suivant une loi binomiale B(n; p) au seuil de 95%, on rejette I’hypothése au risque de 5%, alors on la rejette
nécessairement au seuil de 1%.

2) Lisa affirme que sa piece de collection de 10€ est parfaitement équilibrée. Aziz en doute et la lance 40 fois
pour voir. Il obtient 26 Pile exactement et il en conclut que la piece n’est pas équilibrée.

a. Sionsuppose que la piece est bien équilibrée, un intervalle de fluctuation au seuil de 90% de la
fréquence de Pile sur 40 lancers est I = [0,375;0,625].

b. Comme la fréquence f = 0,65 obtenue par Aziz n’appartient pas a I, Aziz a raison de rejeter
I’hypothése de « piéece équilibrée ».

Exercice 5

Luce a lancé un dé 80 fois. Elle a obtenue 52 fois un nombre pair. Elle s’étonne du résultat.
1) Déterminer l'intervalle de fluctuation au seuil de 95%.
2) Que peut-on lui dire ?

Exercice 6

Une loterie est organisée dans I'ensemble des écoles primaires d’une ville. Les organisateurs annoncent 75% de
billets gagnants. Dans I’école de Yan, 102 billets ont été achetés et seuls 58 étaient gagnants.

Peut-on penser, comme Yan, que la publicité était quelque peu mensongere ? Pour cela, on déterminera l'intervalle
de fluctuation au seuil de 95%.

Exercice 7
Dans une usine automobile, on controle les défauts de peinture. On considere que dans des conditions normales, on
a 20% de ce type de défauts. Lors du controle aléatoire de 50 véhicules, on observe 26% de défauts.

1) Déterminer l'intervalle de fluctuation au seuil de 90%. Faut-il s’inquiéter ?

2) Méme question avec l'intervalle de fluctuation au seuil de 98%.

Exercice 8

En langant une piece équilibrée un certain nombre de fois, on obtient une fréquence de Pile égale a 0,42.
Que peut-on dire de la piece si on a lancé la piece 30 fois ? 100 fois ? 1000 fois ?

On pourra commencer par déterminer les intervalles de fluctuations au seuil de 95%.

Partie E : Bilan

Exercice 1

Une urne contient 5 boules blanches et 4 boules rouges indiscernables au toucher.

On effectue n tirages successifs (n = 1) d’'une boule avec remise.
1) Déterminer en fonction de n la probabilité p,, de tirer au moins une boule blanche en n tirages.
2) Quelles valeurs faut-il donner a n pour que p,, = 0,99 ?

Exercice 2
La scene se passe en haut d’une falaise au bord de la mer. Pour trouver une plage et aller se baigner, les touristes ne
peuvent choisir qu’entre deux plages, 'une a I'Est et I'autre a I'Ouest.



On suppose que n touristes (n = 3) se retrouvent un jour en haut de la falaise. Ces n touristes veulent tous se
baigner et chacun d’eux choisit au hasard et indépendamment des autres I'une des deux directions.
On note X la variable aléatoire donnant le nombre de ces touristes qui choisissent la plage a I'Est.
1) Déterminer la probabilité que k touristes (0 < k < n) partent en direction de I'Est.
2) On suppose ici que les deux plages considérées sont désertes au départ. On dit qu’un touriste est heureux s’il
se retrouve seul sur une plage.
a. Peut-il y avoir deux touristes heureux ?

b. Démontrer que la probabilité (notée p) qu’il y ait un touriste heureux parmi ces n touristes vaut
n
p = 2n—1‘
c. Application numérique : Lorsque le groupe comprend 10 personnes, exprimer la probabilité,
arrondie au centiéme, qu’il y ait un touriste heureux parmi les 10.

Exercice 3
On lance 10 fois une piéce supposée équilibrée. Les variables aléatoires X,Y et Z donnent respectivement le nombre
de Piles obtenus lors des 10 lances, lors des 5 premiers lancers et lors des 5 derniers lancers.
1) Justifier que X,Y et Z suivent des lois binomiales dont on précisera les parameétres.
2) Calculerp(X =5)
3) Calculerp(Y =2);p(Z =3) puisp(Y =2etZ =3)
4) Onnote E I'événement (Y = ketZ =5—k)pour0 <k <5.
a. Donnerp(E,)
b. Calculer p(E)) pour les autres valeurs de k.
c. Justifier que p(X =5) = p(Ey) + p(Ey) + -+ + p(Es).
En déduire I'égalité
=5

S0 - ()

k=0
5) Généralisation : on lance 2n fois la piéce avec n = 1. Etablir que
k=n

G =C)

=0

=

Exercice 4
Rapid le lievre et Dosman la tortue lancent un dé : s’il tombe sur 6, le lievre gagne et le jeu s’arréte. S’il tombe sur
un autre numéro, la tortue avance d’une case. La tortue gagne si elle parvient a avancer de n cases (n non nul ).
Les lancers se poursuivent jusqu’a ce qu’il y ait un gagnant. On note p,,(T) (respectivement p,, (L) ) la probabilité
que la tortue gagne (respectivement que le lievre gagne).
1) Etude ducasn = 4.
a. Lequel des deux concurrents vous parait-il favorisé ?
b. Calculer p,(T) puis p,(L) (vous pouvez utiliser un arbre).
¢. On note X la variable aléatoire donnant le nombre de lancers nécessaires pour obtenir un vainqueur.
X suit-elle une loi binomiale ? Justifier.
d. Combien de lancers en moyenne faut-il pour avoir un gagnant ?
e. Dix parties indépendantes sont jouées. Quelle est la probabilité que la tortue gagne 5 fois
exactement ? au moins deux fois ?
2) Lavaleur de n n’est plus fixée.
a. Calculer p,(T) et déterminer pour quelles valeurs de n le jeu est favorable a la tortue.
b. Calculer I'espérance du nombre de parties remportées par la tortue dans une série de 10 parties.



