Correction de T2 S - FONCTION LOGARITHME NEPERIEN - Fiche 2

1. 11 a) 1% méthode : on whilisant les formules de ndcumence

Pour tout n e IN :

Un+1 = g
= ean+r
= ean er
=u,e’

car (a,) arithmétique de raison r

Donc, (u,) est géométrique de raison e" et de premier terme up =e® .
2™ méthode - on ufilisant les fonmules explicitee

Pour tout n e IN :

an

u, =¢
=€
= emenr
=e*(e")" — On veit que 1y, vénigie lo. fonme explicite 1o (1." des suifizs giométrigues.

ao +nr

car (an) arithmétique de raison r

Donc, (u,) est géométrique de raison e" et de premier terme e® .

b) On sait que les limites possibles d'une euite géomatrique sont :
o 4o sila naison q vinifie g> 1 et i le premion foume 1o est stuictement positif (atfention ow nfle du. premion torme 1)
«  —oo 4o naison CJr vériie CJr > 1 ot st le premion teme ug est strictement rw‘ga‘% ,
« 0O sila naison CT vdnifie —1 <c1,< 1 (Wﬁwéowuéi‘guda Ug ...).
T0 pout auset envisogen deux cas :
. i!ln'%o.pmda&mdut@o.mono[uwéw 0[2—1,
«  lo suite est constante st o = O et alons, Lo limite est O .
o (o suite est constante i la naison c1r vérifie c1r =1 et allons, Lo limite est la valewr de o .

¢ Sir>0,alors e">1.
Or, le premier terme U = e® est toujours strictement positif.

Alors (un) apour limite +oo .
¢ Sir<0,alors 0<e'<1.

Alors (u,) apour limite 0.
¢ Sir=0,alors e"=1.

Alors (u,) apour limite up=e®.

1.2, 1% méthode : en whilisant los formules de ricumnence
Pour tout n € IN :

Ve = |ﬂ (gn+1)
=In(gnxq) car (g,) géométrique de raison q

=In(gn) *+Inqg
=vp+ing

Donc, (v,) estarithmétique de raison In g et de premier terme vo=1In (go) .
2 méthede : en utilisant Ges fonmules explicites
Pour tout n € IN :

Vo =In(gn)
=1In (goxq") car (gn) géométrique de raison q
=In(go) +In(q")
=In(g)+ning — On voit que v, vénibie la forme explicite 1o + i des suies anithmétiques.

Donc, (vn) estarithmétique de raison In g et de premier terme In (go) .

2.  Partie A

Vous commence bien sin par tracer la. counbe |

U:X+>x dérivablesur [0;1] et u'(x)=1

¢ f estdelaforme u—Inv avec {

v:x>x2+1 dérivablesur [0;1] et v'(x) =2x. ¥ P i ;
Donc, par somme, f est dérivablesur[0;1] et f'=u’ —VV. _
2X “
Donc f'(x)=1- ‘
0=1-377
2
+ _ ’ 0
= sz—]_;_lzx — Jen'oublic pas de pactonisen pour U'étude des signes.
( )2
e — Coux qui n’awnsnt pas vu 0'identité remarguable pounent ufiliser le discriminant... mois ¢ est plus leng |

x2+1



(x=1)2_,

F®=0< x*+1
< (x-1)%=0
< x=1
(x=1)2>0
Pourtout x e [0;1[, , etdonc f'(x)>0.
x“+1>0
X 0 1
signes
de h' (x) +
1-In2 —0_ 2 - 1=
variations f(0)=0-In(0*+1)=-In1=0
de 0 f(1)=1-In(1?+1)=1-In2

Pourtout x e [0;1], 0< f(X)<1-1In2.
Orl1-In2=03...<1.

Donc, pourtout x e [0;1], 0< f(x)<1.
Onabien f(x) e [0;1].

Partie B

a)

b)

<)

Ca sent bien lo. Pastie A I

Posons #(n) :u, €[0;1].

¢ Initialisation :

Uu=1e[0;1]
donc #(0) est vraie.

+  Itération :

Supposons #’(n) vraie pour un certain entier n quelconque.

Alors :

un € [0; 1] parhypothése de récurrence
donc f(uy) € [0;1] dapres laPartie A

etdonc U €[0;1].

Donc #(n+1) vraie.

¢ Conclusion :

Sion n'a. pas vu 0identité remargualble :
A=(-2)*-4x1x1=0
donc x* +1—2x n'aqu'une racine %;—? =1.

11 est du signe de son coefficient dominant 1 positif a
I'extérieur de sa racine 1.

—> Vous avey bien 6ln vu que Un.; est fltin) .

Donc, d'aprés le principe de récurrence, #(n) est vraie pour tout entier naturel n .

On ne vous dit pas si la suife est croissante ou décsissante.

Rien ne vous empiche de calewlen quelgues teumes pour conjectunen : o= 1wy =1+ (1 +1)=16..
Cela. semble casissant.
La mathode neste toujours la. méme -

Pour tout n € IN :

Unsz — Uy = Up—In (U2 +1)—u,
= In(u2+1)

Le signe de In x dépend. de la. position de x par nappertd 1 .

T0 gaut denc ctudien la position de Ul + 1 par nappert & 1, ce qui est tds pacile |

Un2 >0
donc u+1 >

donc In(u?+1
donc In(u?+1
donc —In (un

On en déduit Uy — U, <0
et donc, (u,) décroissante.

1) Un petit thioneme tout simple qu'il ne paut surtout pas oublion :

{ D'apres la question 1., (u,) est majorée par 2,

d'aprés la question 2., (u,) est croissante

donc, d'apres le théoréme de convergence monotone, (u,) est convergente.

2 (=)
S l=l-In({*+1)
o In(2+1)=0

o eM(2+1) _ 40
o (P+1=1

o P=0

< (=0

Donc, la limite est 0.




3. a 1) Lo. suite est dépinie pan neumence, vous daves “sentin” qu'il paut utiliser une démenstration pan xewnence :

Posons #(n) : Ups1 = \/2un .
+ Initialisation :
Up = 1
donc 0<up<2 et #(0) estvraie.
0<1<2
¢ Itération :

Supposons #(n) vraie pour un certain entier n quelconque.
Alors :

0 <u, <2 par hypothese de récurrence
donc 0<2u,<4

donc 0< \/2un <4/4 car la fonction racine carrée est croissante
donc 0<upy<2

Donc #(n+1) vraie.
+ Conclusion :

Donc, d'aprés le principe de récurrence, #’(n) est vraie pour tout entier naturel n .

2) Comme dans U exencice précident, on ne vous dit pas si la suife est croissante ou dicroissante.

Uo=T1; :\/2)(1 =14 U :\,Zx],lfm =16..

Cola. semble csissant...

Pour tout n € IN :

Un+1*Un:'\/2_Un*Un
:(\/E*Un)(\/E"'Un)
22Uy + Uy
_(2u, Y —u
2Un + Uy
2Uy — Uy

= 2— —> Lo dénominateun est une somme, mais tiis sympo. I Do numsratour ne Uest pas, i@ paut pactoniser...
Uy + Uy

— La multiplication pox le conjugué neste lo meilleur outil powr gonen une éemme QUeC AACING CAMZL I

—Un (2—Up
\/2un + Uy,
u, >0 d'apres la question précédente.
Un <2 d'apres la question précédente, et donc 2 —u, >0 .
\/2un >0 et u,>0 etdonc, par somme, \/Zun +U,>0.
On en déduit Up:1— Uy =0
et donc, (u,) croissante.
3)  Comme dans enencice pricédent :
{ D'apres la question 1., (u,) est majorée par 2,
d'aprés la question 2., (u,) est croissante

donc, d'apres le théoréme de convergence monotone, (u,) est convergente.

b) 1) Pour tout n e IN :

Voer = INUps1—1In 2 — Je commence en s0.chant que je dsis aniver & %Un,c'ut—d—dwzd %(Qn.un—ﬂnél).
= Iny2u, —In2 — Je dsis paire apporattie In .
= %In 2up—1In2 — On utiise ici la. fonmule : Qn\lz =%Q’Lo¢ , que vsws pouveq netenin en pensant que \/: peut 8'denine 7.
= %(In2+ln Up)—1In2 %Ca%mt,é'ai.msn In g ...
-1 1
= 2In2+2InurIn2
_1 1
= 2Inun 2In2
- %(Inun—InZ)
_1
= Evn

Donc, (vi) est géométrique de raison % et de premier terme vo=Inup—In2=In1-In2=-In2.

2) ¢ (vn) géométrique de raison % et de premier terme —1In 2

donc, pour tout n € IN, v, = (=In2) (%)“.

¢ Pourtout n e IN,
Vp=Inu,—1In2 — Je dois isolen Ay, .

< Inup=vp+In2

o elnu":ev"+ln2

1
o Uy = glin 2)(§)n *n2 — Cest asseg indigeste... mais |l exprimé Ay, en fonction de 1 ...



3)  J'esaie de tiower lo. limife o browillon : (o
Ten'y auna pas de probleme |

lim (%

n 1
=0 car -1<z<1.
m (3) 2

donc, par produit, lim (-In2) (%)n =0
N—-+oo

donc, par somme, lim [ (-In2) (%)n +In2]=In2
nN—-+oo

. . 3 Iy
donc, par composition, lim eCM2) (G *I2_gh2_o
nN—+o0

Partie A — On étudie (o méme gonction que dans Lesencice 1.6, de la fiche LN QT mais dépinie sur ] 15 +00 [ .

. . . Inx In x o . . .
a) +  Par croissances comparées, lim — =0 avec ~ positif —> Yle pas sublion ” positih " cax sinon, on ne sait pas sl c'est +00 ou —00 .

Xt

donc, par inverse, lim f(x)=+o.

X—+00
lim x=1
X—1+
lim Inx=0 avec Inx positif, donc, par inverse, lim —— =+ — La ausei...
X—1+ X—1+ In x

donc, par produit, lim f(x) =+ .
X—1+

u:xt>x dérivablesur J1;+o [ et u'(x)=1

u
b) ¢ Testdelaforme v @€ 1 v x s Inx dérivable sur 11; 400 et v'(x) =%.

Donc, par quotient, f est dérivable sur 11 ; +oo [ et f.:uvv;zuv
1><Ir1x7x><1
Donc f (X):W
_Inx-1
(In x)?
Vo Inx-1_ S
e G'X)=0< (InX)Z—O — On cherche quand. lo. dérivée o' annule...
< Inx-1=0
< Inx=1
N

¢ (Inx)>>0 pourtout x € ]1;+o[ donc f'(x) estdusignede Inx—1.
f'x)>0 < Inx-1>0

< Inx>1
< e">e' car exp croissante
& x>e
X 1 e +00
signes
de ' (x) — *
+o0 +oo
. __€ _
variations fe)=15=¢
ne
de f
e

fe)=e
<)
f strictement croissante sur ] e ; +oo [

donc, si x>e,alors f(x)>e.



Partie B
a)

\ \
o 2 Uzl 4 sUo ¢ 7 x

+ On peut conjecturer que (u,) est décroissante et qu'elle est convergente, vers une limite entre 2 et 3.

b) 1) Comme dans Cexencice 2. , on va utiliser lo. Portie A ...
Posons #(n) :u,>e.
+ Initialisation :
U=5>e
donc #(0) est vraie.
¢ Itération :

Supposons #(n) vraie pour un certain entier n quelconque.
Alors :

u, >e par hypothése de récurrence
donc f(u,) >e dapres la question c) de la Partie A

etdonc Upg>e. — Laa aussi, on o Un.y qui est f(un) -
Donc #(n+1) vraie.
+ Conclusion :

Donc, d'aprés le principe de récurrence, #’(n) est vraie pour tout entier naturel n .

2)  Comme dans les exencices 2. et 3. :

Pourtout n e IN :

Un
Inu,
Uy — Uy In Uy

In up
_Un(1-Inu,
- In u,

Up+1 — Uy = Un

Or, d'aprés la question précédente, u,>e.

On en déduit que u,>0.

De plus, on en déduit Inu, >Ine car la fonction In est croissante,
c'est-a-dire Inu, > 1.

d'une part,ona Inu,>0
Alors,

d'autre part,ona 1—Inu,<0.
Conclusion : Ups — U, <0.

La suite (u,) est donc décroissante.

3) Comme dans les exencices 2. et 3. :

{ D'apres la question 1., elle est minorée par e,
d'aprés la question 2. , elle est décroissante,

donc, d'apres le théoréme de convergence monotone, (u,) est convergente.

4 =i
<:>/,:L
In/¢
< lInl=2
< lInl-0=0
< (Inf-1)=0



c)

< (=0ouln/-1=0

< (=0ouln/=1

< f=0o0u l=¢e

On sait que, pourtout n e IN, u,>e.

Donc, la limite ne peut pas étre 0.
Donc, elle vaut e .

Cet algorithme calcule les termes successifs u, dans la variable X et les rangs successifs dans la variables Y tant que les termes sont supérieurs
az272.

Il affiche le premier rang tel que le terme n'est plus supérieur a 2,72.
D'apres le tableau, il affiche 3.




