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Correction de FONCTIONS - Fiche 4

Navigation vers les corrections: @ ® @ & ©®

) Fonctions Graphigue Tableau
@ Partle A Auto Orthono rmé Naviguer Axes
B
T oublieg pas de tracer lo. courbe de g sur votre colewlatrice psun confinmen vos résulfats au fur et d meswie de U exencice.
Ovttention, i ne fout considénen que la. paxtic sun [0 ;5 +oo [ . 4
u(X) =X + l Et u' (X) = 1 -3 -2 -1 0] 1 2
1. g estde laforme uv—e avec . .
v(x)=e" et v'(x)=e". .

Donc g estdérivablesur [0+ [ et g'=u'v+uv'.
O/Uba"UOUA v que € est une constante additive 9

Donc g' (x) = 1xe*+(x+1)e*
¢® ( ) Ette ne joue aucun xle dans lo dérivée...

=e*(x+2).

lim (x+1)=+w0

X—+00

2. . . X donc, par produit et par somme, lim g(x) =+oo .
lim e"=+w Yoo
X—+00

* Pourtout xe R, e*>0,
donc g' (x) estdusignede (x+2) donc strictement positif sur [ 0;+c0 [, — x+2 s'annule en —2 qui est hons tableau.

X 0 +00
signes
de gg. ) + Lo cowbe de ma coleulatrice
+00 conpinme lo. crsiseance,
variations imi
de g / 90 =(0+1)e’~e=1-e~-17 i it e
1-e et lo valeun de g(0) ~—1,7 .

3. { D'apres le tableau de variations, g est continue et strictement croissante sur [ 0 ; +oo [ .

0 estentre g0)=1-e=-1,71... et lim g(X)=-+w.

X—+00
Donc, d'apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation g(x) =0 admet une unique solution réelle o sur [0 ;4o [ .

Pow. trouver I’ annondi :
- s0it votre calewlatrice nésout les dquations et il suppit d avondin la. solution fournic :

x1 @.5571456

- s0it vous faites un tableow de valeuns.
Qvttention, powr un amendi a 107, @ gaut un pas de 1072
On voit ici que g(X) passe des négatipe awx pesitifs entre X =0,55 et x=0,56 :

Fonctions Graphigue Tableau

Régler 1'intervalle

0.52 -0.1615598
. N . . 0.53 -0.1189154
D'apres la calculatrice : 0 54 o 7SEa126
[ omons T, R
9(0,56) =0,01... cowtbe de ma. calewlatrice. 0.57 0.05789744
donc a.~0,6. 0.58 0.1036589
0.58 0.1500598
Partie B
1. Trutile de 8" embaraseen avee la constante additive € —2 :
ux)=x et u' (x)=1
f estde laforme uv+e—2 avec X X
v(x)=e"—e et v (x)=e".
Donc f estdérivablesur [0;+oo[et f'=u'v+uv'.
Donc f'(x)=1x (e*—e)+xe*
=e*(1+x)-e
=g(x) — Tmpossible de ne pas voin que ¢'est g(x) !

2. Présenton cotte guestion en neprenant le tableau de la pantie A et en y ajoutant o peunet de vein clairement les choses :

X 0 o +o0
/ +o0
Vag:“g e / 0 Vous deveg vsin le n8le de o comme bonne séparant les dewsr intewalles :
1 7 [0;0a[ eurlequel g est nigotive,
—e~-1,
signes de B + Ja;+o [ surlequel g est positive.
9x) =f' ()
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3. On en déduit :
f est décroissante sur [0; o[ etcroissante sur J o ;+oo | .

Fonctians Graphigue Tableau

Vous powvieg aussi ajouter une ligne Variations de f au tableau de la 2. mais la phrase est suppisante. Auto O Orthonomé ©  Hawiguer Axes

On peut confiumen cette fin de probleme avee lo. colewlatrice en ajoutant
le trocd de la fonction f (en blew)
d celwi de g (en wuge) 3

(@ Tragone lo counbe do f sun notre caleulotrice - Fonctions  [IEETENSTURRNN  ioblea
Auteo Qrthonormé Naviguer Axes
8.8
0.4
1 1 2

X

a. Cette limite n'est pas pacile... Vous davey neconnattie X e quiest % , Uinwense de lo "ensissances compandes” du cowrns % :
xe ¥ 1 x

X2+1 7 x2+1 ¢

— Je mets en didence la. "evissonces companies”.

. ) L X
Par croissances comparées, lim —=0

X—+oo €
lim (x®+1)=+w,donc, par inverse, lim ——=0
X—+o0 ( ) P xrboo X2+ 1 Limite confiumse eur lo.
donc, par produit, lim f(x)=0. cowbe de ma. caleulatrice.
X—+00

On en déduit que la courbe représentative de f admet comme asymptote en +oo la droite d'équation y =0 .

b. g est une fonction polyndme dérivable sur [0 ;+oo [ et g'(x) =3x*+2x+1.

A=2>-4x3x1=-8 < 0
donc g'(x) n'a pas de racine et est de signe constant, celui de son coefficient dominant 3.

On en déduit le tableau de variations de g :

X 0 o +o0
signes
de g'(x)

+00
—-n3 2 —
variations 0/ g(0)=0*+0°+0—-1=-1.
de g / Par somme, lim g(x) =+w .
X—+o0

-1

g est continue et strictement croissante sur [ 0 ; +oo [ .
0 estentre g(0)=-1 et lim g(x)=+w.
X—+00

Donc, d'aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation g(x) =0 admet une solution unique o dans l'intervalle [0 ; +oo [ .
U dela porme WiW, donc U'=W;' Wy + WiWo'
—X —X —X —X
ux)=xe " etu'(x)=1xe " +x(-e")=(1l-x)e

c.  festdelaforme = avec { )
v v(x) =x“+1 et v'(x) = 2x.

v uv' On powvait prisenter sous la forme d un tableau ricapitulotif,.

Donc f est dérivable sur [0 ; +oo [ et f.:_uvvzuv . " PoUNaLt preden b un w ndeapifulatih
X 0 o “+o0

(1-x)e ™ (x®+1)—xe*x2x T

Donc f'(x) = (X7 1Y
variations 0 /

_La-x)(¢+1)—xx2x]e”

de g
2 2
(x°+1) _1/

_ (1o ox-2)e”

7 7 signes
- +
; EX +1) . de g(x)
_ (x —xz—x +21)e signes + _
(x*+1) de f'(x)
—ge* fe)

= O+ variations
XS 0 de h
¢ f(0)

Or, pourtout x e [0; oo [, { donc f'(x) estdu signe de —g(x) .
(x*+1)*>0

On en déduit que f est croissante sur [0; o [ et décroissante sur ] o ; +oo[ . St vous ne le prisenteq pas sun lo. copie, rien ne uous empiche
de le faine au browillen pour y voir clair.

Variations conpinmées sux lo. courbe de ma. colewlatrice.
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® 1 Thousnelacowbede g bur notre caleulatrice :

Fonctions Graphique Tableau

Auto ' Orthonormé O Hawiguer Axes

ux)=1-x et u' (x)=-1

*

g estde laforme u+v avec { N N
vix)=e" et V' (x)=e".
Donc g est dérivablesur Ret g'=u'+V'.

Donc g (x)=—1+¢* — L oxpression n'est pas factsnisable...

¢ gx=0 — ... chenchons ses intowalles de positivité pax indguation.
o -1+e"20
o ef>1
< x20

* X —o0 0 +o0
signes
de g' (x) B +

o Vaxiations confiunées sur la.
variations 9(0)=1-0+¢ cowibe de ma. calewlotrice.
de g =2
2

D'aprés le tableau, pour tout x € R, g(x) >2 etdonc g(x)>0. — Vous visualises que la. cowtbe est au-dessus de 2 .

*

2. “Tragons la cowbe de T sur notre calewlotrics :

Fonctiens Graphique Tableau

Auto O Orthonormé © Naviguer Axes
EV
4
8 ) | 4 8
4
-8
X
€

X -
¢ En +o, on doit reconnaitre en P 0'twerse de lo "ervissances compardes” du cours <

lim (x+1)=+w
X—+00

X
- . . e . X
par croissances comparées, lim — =+, et donc, par inverse, lim —=0
X—two X X—+o0 €

donc, par somme, lim f(x)=+o.

X—+o0
lim x=-o0
X—— . . . < . . e
. T x =\ donc, par quotient, lim = Orttention... & ne pas oublion pour justifion
lim e"=0(avec e” positif X0
X——o0 le choix poit entre +oo et —oo.

Deplus, lim (x+1)=-—o0,

X——00
donc, par somme, lim f(x) = —o0. Pimites confinmies sur lo. cowrbe de ma. caleulatrice.
X——00
ux)=x+letu =1
3.+ festdelaforme u +% avec | V() =x et v'(x)=1 — T0 est plus confortable de décomposer en tusis fonctions.
w(x) =e" et w' (x)=e”.
Donc f est dérivable sur R et f'=u'+ % . — La gormule est finalement asseq simple...
1xe* —x e*
Donc f'(X)=1+——5—
) &7
X
148 ( 1X—2x )
(e%)
=1+ 1;()( . — On pownait continuer o ca@culléuaoou'b. e g(x), mais on peut contswrner le problime...
Or, e *g(x)=e*(1-x+e*) —> ... en pontant de e g(x) ...
_1-x+ef
=
1-x , Lo A
== +1=f"(x). — ... pour awiver A lo. méme chose.

e
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4.  Pourtout xe R, e >0,

donc f' (x) estdusigne de g(x) toujours positif, d'apres la question 1.,

donc :
X —00 “+o0
signes +
def’ () Vaniation confinmae s lo.
+00 ]
variations cowbe de mo colewlotrice.
de f
—00

D'apres le tableau, f est continue et strictement croissante sur IR .

.

0 est strictement compris entre  lim f(x) =—o et lim f(x)=+o0.
X——00 X—+0o0

— De’bwumwé—uwé proprement des pacteurs strictement positifs.

Donc, d'aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation f(x) =0 admet une unique solution réelle o sur R.

f(—1)=—1+1+e;,15=—e
0
f(0)=0+1+gg=1

donc O est compris entre f(-1) et f(0), — Clest le méme principe avee dewx nouvelles bornes.

donc o est comprisentre -1 et 0.
f(0)=1

{f'(O)ze’og(O)=2

donc, la tangente a la courbe ¢ au point d'abscisse 0 a pour équation y=f'(0) (x—0) +f(0)
< y=2(x-0)+1
S y=2x+1

On obtient bien I'équation de (T) .

b. f(x)7(2x+l)=x+1+:—x—2x—1
=X
eX
1 )
=X(e—x—1) — Je factoniee.
1 1 e
?—120 — Je chewche quand. gfl est pooitip...
1
=1
N
< €< 1 carlafonction inverse est décroissante sur IR+*
< x<0 — ... Custquand x<O0.
X —o0 0 “+00
signes
de x - +
signes
de e*—1 + -
signes de
f(x)—(2x+1) B B
?eolsz;tt;\cl)g: en-dessous de en-dessous de
M (M

Fonctions

Auto Orthenormé

On peut conpirmen ces pesitions avee la. caleulatrice en ajoutant
le tnacé de la ponction X > 2x + 1 (en jaune)

Graphique

Tableau

Naviguer Axes

a colui de f (en nouge) :
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@ Partie A
G]’WM lo. cowtbe de g sur ot colewlotrice : Fonctions Graphique Tableau
Aute O Orthonormé O Naviguer Axes
Outtention, i ne out considénen que la. paxtic surn [0 +oo [ . N
2
1
5 -4 -3 -2 =i ] 1

1. ¢ g estdelaforme uv—1 avec {

u(x) =x2 et u' (x) = 2x

v(x) =e" et v' (x)=e”.

Donc g est dérivablesur[0; +oo[et g'=u'v+uv'. — La constante additive disparait d la dénivation.

Donc g' (x) =2xe* +x%e*
=xe*(2+x) — Je poctonise au maximum (Giter de 8'omdten & €* (2x +x7?) ).

¢ Pourtout x e [0;+oo [, {

donc g' (x) estdusignede 2 +x.
Or: 24x>0 & xX>_2. Crotesance conpinmsz sur la.
Donc g' (x)>0 sur ]0;+oo[ cowbe de ma. calewlatrice.
etdonc g est strictement croissante sur [ 0 ; 4o [ .

e*>0

x>0

On peut conclune cette quaestion sans tableaw de vaniations, i n'est pas explicitement demands.

2. + D'unepart, g est continue et strictement croissante sur [ 0; +oo[ .

D'autre part :
g(0)=0%e’-1=-1

lim x?=+o

g d duit, lim g(x)

e S X onc, par produit, lim g(x) =+ .
lim e"=+w X0
X—+0o0

Donc, 0 est strictement compris entre g(0) et lim g(x),
X—+0o0

donc, d'apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation g(x) =0 admet une unique solution réelle o sur [0 ; +oo [ .

{ g(0,703) = 0,703%e%7% _ 1 =_0,0017...
*
9(0,704) = 0,7042 e%7%* _ 1 = 0,0020...

donc 0 est compris entre g(0,703) et g(0,704),
donc a est compris entre 0,703 et 0,704 .

¢ g(@)=0
o ale“—
o a’e=
1
= e°‘=—2
o

1=0

£ égalité demanddée dépend de o .
On, que sait-on de pricis sur o 9 Uniguement qu'i est solution de g(x) =0 et donc que g(c) =0 .

3. g estnégative sur [0; o[ et positivesur J o ;4o .

On visualise bien miewr avec un tableaw de vaniations :

X 0 o +oo
+00
variations /
0
de g /
-1

Partie B

O«A'wmna lo. cowbe de T (en blew) swr notre calewlatrice :

Fonctions Graphique Tableau

Auto O Orthonormé O MHawiguer Axes

8

,,,,,,,,,,,,, - o
donc, par somme, lim f(x) =+ .
X—>+0o0
PLimites conpinmées sur Lo
donc, par somme, lim f(x) =+o. coutbe de ma. caleudatice.
X—0+
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ux) =e* et u' (x) =e*

e
2. + f estdelaforme u+v avec 1 1
vx)==et v (X)=—%.
X X
Donc f estdérivablesur [0;+oo[ et f'=u"+V'.

Donc f'(x) = exfé

3.  Pourtout xe]0;+o[, x*>0,
donc f' (x) estdu signede g(x),

donc :
X 0 o +oo
signes
de g(x) B +
+o0 +o0
variations \ /

de f

e’ + L

o

4. D'apres la question précédente, le minimum de f est m=e“

Or, d'aprés la question 2. de la Partie A, e* = é .

On en déduit que m =i2 +1 .

o o
5. D'apres la question 2. de la Partie A : 0,703 < . < 0,704 .
1 1 1

0703”5 0704 Car la fonction

On en déduit d'une part :

Et d'autre part :

Vaxiations confiunées sur la.
cowbe de ma. calewlatrice.

_aay 1l
fo)=e"+

1
+=.
o

inverse est décroissante sur R+*.

0,703%< a?<0,704% ,
1 1 1
> >
etdonc: 5032 52~ 5,704
Donc, par somme :
1,1 1.1 11
0,704 0,704 o° o 0,703 0,703
donc 3,438... < i2+l < 3,445...
o o
etdonc 343 < m < 345.
® Partiel
Trogons la cowbe de g sur notre calewlatrice : P Graphiqus T
T0 ne paut considéner que la postic sur [0 +oo [ . Auto O Orthonarmé O aviguer Aves
—
0.4 @ 0.4 0.8 1.2 1.6

lim (1-x)=-

X—>+0 . . B Limite confinmée sur la.
lim &% = +oo0 donc, par produit et par somme, lim g(x) =—o.

X>+o0 X—>Fo0 cowbe de ma colewlatrice.

ux)=1-xet u (x)=-1
2. g estdelaforme uv+1 avec « «
v(x)=e" et V' (x)=e".
Donc g estdérivablesur [0;+oo[ et g'=u'v+uv'.
Donc g' (x) =-1e*+(1-x)e*
=—xe*

/(co0) X (+0) it —0 otle +1 n'y change rien
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3. Pourtout xe[0;+o[, >0

donc g' (x) estdusignede —x,doncnulen 0 etnégatifsur ]10;+oo[.

X 0 +00

signes

deg' (x) Déersissance confinmae ur lo.

—00

2
variations \ g(0)=(1-0)e’+1 cowbe de ma. callewlatrice.
de g =2

4. a. Question trés classique, qu’on nepire & son "unique solution”, & la. fenme de €'dquation et . la pesition de la question juste apns le tabloou.

{ D'apres le tableau de variations, g est continue et strictement décroissante sur [0 ; +oo [ .

0 est comprisentre g(0) =2 et lim g(x) =-<0.
X—+00

Donc, d'apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation g (x) =0 admet une unique solution sur [0 ;4o [ .

b. Drapres la calculatrice :
{ g(1,27) = 0,03...
g(1,28) =-0,007...
donc 1,27<0<1,28.

¢.  Paxtons du pait que o est solution de g(x) =0 et denc que (o) =0.
g(a)=0
< (1-a)e*+1=0
< (1-a)e*=-1
-1
1,
wo 1

o e%=
o

X 0 o +o0

va:ji:tigns \ 0 8'“3“’“ confimés sun lo.
\ o counbe de ma. colewlatrice.

g(x) estpositifsur [0; o[ etnégatifsur Jo;+oo | .

Partie 2

Fonctions Graphique Tableau
Ozgeut‘on,é lo. cownbe de A (en blew) sun notre calewlatrice : Auto (1 Orthonomé © Noviguer Axcs
Onmwmt&&zﬁwﬁomw@apmﬂzzém[o;mo[, —

1

-2 TN ~o
1. On nous dit gue A'(X) vo avsir le méme signe que g(X) .
. . X
On peut 8'attendre d trowver A'(X) = g(x) x quelque chose de positif , ow alors quelque ck?cgsg de positif -
O pire, avee un pocteun positify en plus...
u u(x)=4x et u' (x)=4
A estde la forme = avec . .
v v(x)=e*+1 et v'(x)=¢€".
- ,_uv—uv
Donc A est dérivablesur [0;+oo [ et A =7
vy A+ 1) axe”
Donc A’ (x) (& +1)
X X
= % — Ot peut bien dte g(x) 9 Cortainement dans le numdratou...
_4(ef—xe+1) . A
T — Factonisons pox ce 4 génant.
X
= 4—(%)16)2—4-12 — On neping e + 1 ot i neste juste o pactoniser pan €* powr voin apparaitre g(X) , comme privu.
= (_:Xgé% — Et g(x) est trds bien entouné |

4>0 et (e+1)>>0 pourtout x e [0;+oo[
donc A’ (x) ale méme signe que g(x) .

2. Les signes de g(x) ont 6t taitds dans la dewnidre question de lo. Partie 1, & suppit d’ollen les chenchen.
Et de gaine attention... les signes de g(X) , done de A'(X) , donnent une information sux les variations de A .

D'apres la question 5. de la Partie 1, A est croissante sur [0 ; o[ et décroissante sur J o ;+oo [ .

Vaxiations confiunées sur la.
cowbe de ma. calewlatrice.
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Partie 3

L'aire du rectangle OPMQ vaut OP x OQ =x x f (x) = x ﬁ =A(X) .

D'apres la question 2. de la partie 2, A atteint son maximumen x=a. .

Cette aire vaut alors :

Alo) =

4o

0t+1

_ 4o
1

a—1

d'apres la question 4. c. de la partie 1
+1

— T0 paut bien que €” disparaisse |

— Laire d'un nectangle... longueur x largeur , ca vous rappelle quelque chose 9

® 1 a festdelaforme uv avec {

b.

ux)=x et u'(x)=1

vix)=e et v (x)=-e .

Donc f est dérivable sur R et f'=u'v+uv'.

Donc f'(x)=1e*+x(-e)

=(1-x)e*

1-x=0

POUI’tOUtXE[O;l],{ N etdonc f'(x)>0.
e >0
On en déduit que f est croissantesur [0;1].

Onpose #(n): 0< U <Un<1, I'encadrement & démontrer.

Initialisation :
U =1
» 5 donc O<ui<Sup<1l,
Up=upe *=1e - =0,36..
donc #(0) est vraie.
Itération :

Supposons #(n) : 0 < Upa <U, <1 pourun certain n quelconque dans IN.
Alors :

0 < Upat < Up < 1 par hypothese de récurrence
donc f(0) < f(un1) < f(uy) < (1) carlafonction f estcroissante sur [0; 1]

0 < Un+2 < Un+1 < 1971

donc Oe~
donc 0 < Uz S Uper < 1 car e'=0,36...<1
Donc #(n+1) vraie.

Conclusion :

Donc, d'apres le principe de récurrence, #’(n) est vraie pour tout entier naturel n.

D'aprés b., (un) est décroissante et minorée par 0,
donc, d'apres le théoréme de convergence monotone, (u,) est convergente.

f continue sur R

lim uy,=/

n—+oo

donc lim f(u,)="f(¢)

N—-+o0

donc lim un =f(0)

N—-+o0

De plus, par unicité de la limite, lim upq =7,

n—-+owo

on en déduit que f(¢)=1¢.

f(0)y=r
< e =y

< lfe'—(=0
< /(ef-1)=0

—> Ottention 4. ne pas simplifien par £ con on ne sait pas i £ est non nul.
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< (=0oue’-1=0
< (=0oue'=1
< (=0o0u /=0

< (=0

Donc la limite de (u,) est O.

2. a. Onpose #(n): 0<u,< Ui <2, I'encadrement & démontrer.

¢ Initialisation :

Uo=1
donc O<up<u;<2,

up =20, =42 =14...
donc #(0) est vraie.
¢ Itération:

Supposons #(n) : 0 < u, < Ups1 <2 pour un certain n quelconque dans IN.
Alors :

0 < un < U < 2 par hypothése de récurrence
donc 0 < 2u; < 2Upy < 4
donc \[0 < f2u, < A[2un < 4[4 car la fonction racine carrée est croissante sur [0 ; +oo [
donc 0 < Ups1 € Upsz < 2
Donc #(n+1) vraie.
¢ Conclusion :

Donc, d'aprés le principe de récurrence, #(n) est vraie pour tout entier naturel n .

b. D'apres a., U, <Unq pourtout n e IN
donc (un) estcroissante.

c. ¢ Dfaprésa.eth., (u,) estcroissante et majorée par 2,
donc, d'apres le théoréme de convergence monotone, (u,) est convergente vers un réel /.

lim u,=7¢

n—+oo

{XI—) 2x continue sur [0 ; +oo [
*

donc lim +f2u, =\/§

n—-+oo
donc lim un+1=\/2f
n—-+oo

De plus, par unicité de la limite, lim up1 =7,

n—+o0
on en déduit que \/E =/
& 20=1(¢? car ( positif
< (°-20=0
< ((0-2)=0
& (=0o0u =2

Comme (un) est croissante de premier terme 1 (ow aussi d'aprés a., u, > 1 pour tout n € IN ), elle ne peut converger vers 0 .
Donc la limite de (u,) est 2.




