PREPARATION AU BAC - T SPECIALITE MATHEMATIQUES - SUITES - Fiche 3

page 1

Savoir DEMONTRER QU'UNE SUITE DEFINIE PAR RECURRENCE
EST CONVERGENTE PUIS CALCULER SA LIMITE

Ce que je dois savoir faire

o Conjecturer une limite a partir d'un tableau de valeurs ou d'un graphique.
e Démontrer une limite infinie par comparaison, pour une suite qui se fait " pousser " par une autre
« Méme outil que pour les suites explicites de la fiche SUI 02 :

généralement avec une démonstration par récurrence,
on vous a fait démontrer avant que, a partir d'un certain rang, Up =V, .

Si vous pouvez montrer que lim v, =+oo, alors, par minoration, m u,=-+w.
Nn—+o0 —+

li
N—-+o0
o Méme chose avec U, <V, et lim v, =—-o0 pour montrer, par majoration, que lim u,=—o0.

N—+wo n—-+oo

e Démontrer qu'une suite est convergente avec le théoréme de convergence monotone

« Onvous a fait démontrer avant que la suite est croissante ou décroissante.
Généralement par récurrence, en montrant que, pour tout N, ona Uy = Uy (OU Upsy < Up ).

« Onvous a fait aussi démontrer que la suite est majorée ou minorée (¢a peut méme étre les deux avec un
encadrement du type ... <U,<...,onditalors qu'elle est bornée).
La aussi, c'est généralement par récurrence.

Remarque : Si, par exemple, on vous demande de démontrer que, pour tout n,ona 0< U, < U1 <2,
alors vous avez d'un seul coup la croissance et la majoration (et 0 < u, se sert a rien) !

o Alors, le théoréme de convergence monotone affirme que la suite est convergente, c'est-a-dire qu'elle a une
limite et que cette limite est un nombre réel (pas un ).

A Attention, on déduit que la suite a une limite, mais on n'a aucune information sur sa valeur.

e (Calculer la limite d'une suite définie par récurrence Un.; = T(Up)
« Onvous a fait démontrer avant que la suite est convergente. On note souvent £ la limite inconnue.

« Leraisonnement repose sur deux principes :

- d'une part, en partantde lim u, =/, on obtient par opérations successives que lim f(u,) =f({);
nN—+o0 n—-+oo

- d'autre part, les suites (U,) et (Un+1) ontla méme limite, donc  lim Uy =2
n—+o0o

On en déduit I'équation ¢ =f(£), qu'il suffit de résoudre pour trouver ¢ .

« Attention, il peuty avoir plusieurs solutions, mais une seule est la limite ! Il faut choisir...

Remarques sur les exercices

e Lesexercices (D) a (9 sont assez courts et permettent de s'entrainer sur des relations de récurrence variées.
e L'exercice (10) est un VRAI-FAUX, pour se reposer et réfléchir autrement.
e Les exercices (D) a @3 sont des type-bac un peu plus longs.

e Lesexercices (@ et (8 sont plus difficiles : il faut gérer deux suites récurrentes imbriquées...

@ Soit la suite (u,) définie par uy=1,5 et, pour tout entier n, U, =0,5u, +4,5.
a. Démontrer par récurrence que, pour tout n € IN, U1 > Uy .
b.  Démontrer par récurrence que, pour tout n e IN, u,<9.

c. Justifier que (u,) estconvergente.
Calculer sa limite ¢ .
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@

On considere la suite (u,) définie par uy =0 et, pour tout entier naturel n, Uy =3u,—2n+3.
a. Calculer u; et uy.
b.  Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, u,>n.

c.  Endéduire la limite de la suite (uy) .
D'aprés Baccalauréat S Polynésie 2012

Soit la suite (v,) définie par vo =0 et, pour tout entier n, vy = 0,25vn2 +1.
Démontrer que, pourtout ne IN, 0<v,<2.

a
b. Démontrer que (v,) est croissante.

134

Montrer que (v,) est convergente.

o

Calculer sa limite.

Soit la suite (v,) définie par vo =0 et, pour tout entier N, Vy, = Va2 + 1.
a. Démontrer que, pour tout réel x, x>+ 1> 2x.
# En déduire par récurrence que, si n>4, alors v,>2".

b.  Endéduire la limite de (v,) .

On considere la suite (u,) définie par uy =1 et telle que, pour tout entier naturel n, U, =+2u, .
a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 0<u,<2.
b.  Déterminer le sens de variation de la suite (u,) .

c. Démontrer que la suite (u,) est convergente. On ne demande pas la valeur de sa limite.

D'aprés Baccalauréat S Amérique du Nord 2013

Vo = 1
On considere la suite (vp)hew définie pour tout entier naturel par Veus = 9
n+l 6 -V, .
a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 0<v,<3.

. . 3V, )?
b. Démontrer que, pour tout entier naturel n, vy — Vv, = %
n

La suite (v,) est-elle monotone ?

c.  Démontrer que la suite (v,) est convergente.
D'aprés Baccalauréat S Liban 2013

3u,
1+2u,’

On considere la suite (Un)nen définie par ug :% et telle que, pour tout entier naturel n, U =

a. Calculer u; et uy.
b.  Démontrer, par récurrence, que pour tout entier naturel n, 0<u,.

Un

1+2u,’

Remarque : Attention, ne cherchez pas a transformer 0 < u, par opérations successives pour obtenir
C'est impossible...
On admet que pour tout entier naturel n, u,<1.
c. Démontrer que la suite (u,) est croissante.

d. Démontrer que la suite (u,) converge.
D'aprés Baccalauréat S Polynésie 2013
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1
U1_§

_n+1
un+l—Tun-

Soit (u,) la suite définie pour tout entier naturel n non nul par

Calculer u,, uset uy.
Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul, u, est strictement positif.

c. Démontrer que la suite (u,) est décroissante.

Que peut-on en déduire pour la suite (u,) ?
D'apres Baccalauréat S Antilles 2012

®

Soit la suite numérique (u,) définie par uy =2 et, pour tout entier naturel n, Uy = 13 +3uu” .
n
On admet que tous les termes de cette suite sont définis et strictement positifs.
a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona u,>1.
1+ 3u,

Remarque : Attention, méme probléme que dans le @ il est impossible de passer de U, a par opérations successives...

b.  Etablir que, pour tout entier naturel n, ona U — Uy = (- u:)'; )+(u1 * Un ) .
n

3+u,

c.  Déterminer le sens de variation de la suite (u,) .

En déduire que la suite (u,) converge.
D'apres Baccalauréat S Asie 2013

Dans cet exercice, pour chaque question, une affirmation est proposée. On demande d’indiquer sur la copie si elle est vraie
ou fausse, en justifiant la réponse. Une réponse non justifiée ne sera pas prise en compte, mais toute trace de recherche sera
valorisée.

On considere la suite u définie par uy =1 et larelation de récurrence Ups; = 3 u, + 2 pour tout entier naturel n.

Affirmation : Cette suite est majorée par 3.

D'aprés Baccalauréat S Liban 2012

Soit la suite numérique (u,) définie sur I’ensemble des entiers naturels IN par
Up=2

pour tout entier naturel n, Unyg = % up + 3x0,5".

a. Recopier et, a I’aide de la calculatrice, compléter le tableau des valeurs de la suite (u,) approchées a 10 prés :

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Un 2
b. D’aprés ce tableau, énoncer une conjecture sur le sens de variation de la suite (Up) .
] . . 15
C. Démontrer, par récurrence, que pour tout entier naturel n nonnulona u,> T X 0,5n .

d. Endéduire que, pour tout entier naturel n nonnul, Uy — U, < 0.

e.  Démontrer que la suite (u,) est convergente.
D'apres Baccalauréat S Antilles 2014

L'objet de cet exercice est d'étudier la suite (u,) définie sur IN par uy =3 et, pour tout entier naturel n, par
1 7
Un+1 = E(Un + U_n) )
On pourra utiliser sans démonstration le fait que pour tout entier naturel n, u,>0.
a. Ondésigne par f la fonction définie sur l'intervalle ] 0 ; +oo [ par f(x) = % (x + %) .
Démontrer que la fonction f admet un minimum.

En déduire que, pour tout entier naturel n, u,> \/7 .
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b.  Soit n un entier naturel quelconque.
Etudier le signe de Upsy — Uy .
Pourquoi peut-on en déduire que la suite (u,) est convergente ?

c.  Déduire de larelation (*) une équation vérifiée par la limite ¢ de cette suite.

Déterminer /.
D'aprés Baccalauréat S Métropole Septembre 2012

@ On considere la suite numérique (u,) définie sur IN par ug =2 et, pour tout entier naturel n, Uy =— % u,2 + 3u, —% .

Partie A : Conjecture

a. Calculer les valeurs exactes, données en fractions irréductibles, de u; et u,.
b.  Donner une valeur approchée & 10°° prés des termes uz et uy.
c.  Conjecturer le sens de variation et la convergence de la suite (uy) .

Partie B : Validation des conjectures

On considere la suite numérique (v,) définie pour tout entier naturel n, par v, =u,—3.

1
Zv,2.

a.  Montrer que, pour tout entier naturel n, V. =— 5

b.  Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, -1 <v,<0

c.  Démontrer que, pour tout entier naturel n, Vp. —V,=—V, (%vn + 1) .

En déduire le sens de variation de la suite (v,) .
d. Pourquoi peut-on alors affirmer que la suite (v,) converge ?
e. Onnote ¢ lalimite de la suite (v,) .

Montrer I'égalité ¢ =— % 02,

Déterminer la valeur de 7 .

f.  Les conjectures faites dans la partie A sont-elles validées ?
D'aprées Baccalauréat S Amérique du Sud 2014

rd Soient deux suites (u,) et (v,) définies par us=2 et vy =10 et, pour tout entier naturel n,

2U, +V, u, + 3v,
un+1:—“3 T et vn+1:—”4 o

Partie A
On considere I'algorithme suivant :

K0
U2
V<10
Tantque K< N
K—K+1
WU
2U+V
U 3
W+3v
4
Fin tant que

Ve

On exécute cet algorithme pour N=2.
Recopier et compléter le tableau donné ci-dessous donnant I'état des variables au cours de I'exécution de
I'algorithme :

K W U \

0
1
2

Remarque : C'est un tableau simplifié, il est conseillé de faire d'abord un tableau ligne par ligne.
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Partie B

a.

Montrer que, pour tout entier naturel N, Vi — Upeg = 1—52 (Va—Uy).

Pour tout entier naturel n, on pose W, =V, —U,.

b.

n
Montrer que, pour tout entier naturel n, w,=8 (%) .

Démontrer que la suite (u,) est croissante et que la suite (v,) est décroissante.
Déduire des résultats des questions b. et c. que, pour tout entier naturel n,ona u,<10 et v,>2.

En déduire que tes suites (u,) et (v,) sont convergentes.
D'apres Baccalauréat S Nouvelle Calédonie Novembre 2013

On considére l'algorithme suivant, dans lequel a est un réel strictement positif non nul, b est un réel
strictement positif non nul tel que b > a, et N est un entier naturel non nul.

Uu<a
v—b
n<0
Tantquen< N
n«n+1
atbh

Ue——F—

2

a’+ b
2

V«—

a«<—u
b—v
Fin du Tant que

Reproduire et compléter le tableau suivant, en faisant fonctionner cet algorithme pour a=4, b=9
et N=2.
Les valeurs successives de u et v seront arrondies au milliéme.

a b u %
4 9

NP |O(S

Dans la suite, a et b sontdeux réelstelsque 0 <a<b.
On considere les suites (u,) et (v,) définies par up=a, vo=Db et, pour tout entier naturel n:

U, +V U,” +V
Un+1=% et Vi = [% .

Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona u,>0 et v,>0.

— 2
Démontrer que, pour tout entier naturel n, (Vps1)® — (Uns1)® = (%) .

En déduire que, pour tout entier naturel n,ona u,<Vv,.
Démontrer que la suite (u,) est croissante.

Comparer (Vp.1)® et (vo)?.

En déduire le sens de variation de la suite (v,) .

Démontrer que les suites (u,) et (v,) sont convergentes.
D'apres Baccalauréat S Asie 2012




