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Correction de SUITES - Fiche 3

Navigation vers les corrections: 1) @ ® @ & ® @

®© ©@® ® ® ® ®

0)

a.

Posons #(n) la comparaison Un+1 > U .

+ Initialisation :

U=15
donc u;
u; =0,5%x1,5+45=5,25

+ |tération :

>Up et #(0) estvraie.

Supposons #(n) vraie pour un certain entier n quelconque.

Alors :

Uns1 > Un par hypothése de ré
donc 0,5un; > 0,5un
donc 0,5upg +4,5 > 05u,+45
donc Uns2 = Unig

Donc #(n+1) vraie.

+ Conclusion :

Donc, d'aprés le principe de récurrence, #(n) est vraie pour tout entier naturel n .

Posons 2(n) la comparaison u,<9.

¢ Initialisation :
Uo=15 < 9 donc 2(0) estvraie.

+  |tération :

currence

Supposons Z(n) vraie pour un certain entier n quelconque.

Alors :

Un < 9 par hypothese de récu
donc 0,5u, < 0,5%9
donc 0,5Upg +4,5 < 45+45
donc Up <9

Donc 2(n+1) vraie.

+ Conclusion :

Donc, d'apres le principe de récurrence, 2(n) est vraie pour tout entier naturel n .

On en déduit que (u,) est décroissante.

. { D'aprés la question a., (u,) estcr

rrence

oissante,

d'apres la question b., (u,) est majorée par 9.

donc, d'apres le théoréme de convergence monotone, (u,) est convergente.

¢ Posons 7 lalimite de (u).

lim u,=/

N—+o0

donc, par produit puis par somme,

lim (05u,+45)=05(+45.

nN—+oo

D'autre part, (un+1) et (u,) ontlam

On en déduit : ¢ =050+45
45

QZ:W:Q

[3)]

Donc lim u,=9.

N—-+o0

éme limite, donc  lim up=/¢.

n—-+owo

U1=3U0*2x0+3=3
u; =3u; —2x1+3=10

Posons #(n) la comparaison u,>n.

¢ Initialisation :
Uo=02>0 donc #(0) est vraie.

¢ Itération:
Supposons #(n) vraie pour un cert
Alors :

ain entier n quelconque.

us = n par hypothése de récurrence

donc 3up, > 3n

donc 3up—2n +3>3n-2n +3
donc Upy > N+3

donc Upy > n+1

Donc #(n+1) vraie.
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¢ Conclusion :
Donc, d'aprés le principe de récurrence, #(n) est vraie pour tout entier naturel n .

lim n=+ow
n—-+oo
pourtout n, u, > n

donc, par comparaison, lim u,=-+o0.

n—-+oo

@ a. Posons (n) l'encadrement 0 <v,<2.
¢ Initialisation :
Vo=0 donc 0<vp<2
donc #(0) est vraie.
¢ Itération:
Supposons #’(n) vraie pour un certain entier n quelconque.
Alors :
0 < v, < 2 par hypothése de récurrence
donc 0% < v,2 < 22 car la fonction carrée est croissante sur R+
donc 0,25x0 < 0,25v,> < 0,25%4
donc 0+1 <025v,2+1<1+1
donc 1 < Vpuy <2
donc 0 < Vpup < 2
Donc #(n+1) vraie.
¢ Conclusion :
Donc, d'aprés le principe de récurrence, #(n) est vraie pour tout entier naturel n .
b. Posons 2(n) la comparaison Vpsi >V, .
¢ Initialisation :
Vo = 0 .
) donc vi>vo et £2(0) estvraie.
vi=0,25x0°+1=1
* [tération :
Supposons Z(n) vraie pour un certain entier n quelconque.
Alors :
Vns1 = Vy par hypothése de récurrence
donc vou? > v,? car la fonction carrée est croissante sur R+
donc 0,25Vpi? > 0,25V,
donc 0,25vy?+1 > 0,25v,+1
donc Vniz > Vou
Donc 2(n+1) vraie.
¢ Conclusion :
Donc, d'apres le principe de récurrence, 2(n) est vraie pour tout entier naturel n .
C. D'apres la question a., (vn) est majorée par 2,
d'aprés la question b., (v,) est croissante,
donc, d'apres le théoreme de convergence monotone, (v,) est convergente.
d.  Posons 7 lalimite de (vn) .
lim v,=/
n—+oo
donc, par produit, lim v,2 = /2
nN—-+oo
donc, par produit puis par somme, lim (0,25v,2+1)=0,25/%+1.
n—-+oo
D'autre part, (vn:1) et (vo) ontla méme limite, donc lim vpy = 2.
N—-+o0
On en déduit :
0 =0250%+1
& 02502-/+1=0 — Vous awneg peut-6tre vu que 0,25 /2~ ¢+ 1 vout (0,5¢ 1) ot gagné du. temps.
A= (-1)>—4x0,25x1 =0 — Poun ceux qui ne Uauraiont pas u..
donc il n'y a qu'une solution —ﬁlﬁ =2. — “Tnzs bonne nowvelle qu.' n'y ait pas dewx solutions : on n'a. pas d. cheisin I
Donc lim u,=2.
n—+o
@ a + Pourtoutréel x:

X*+1-2x = (x—1)% > 0 car un carré est toujours positif
donc X*+1>2x.



Correction de SUITES - Fiche 3

page 3

Posons (n) la comparaison v,>2".

¢ Initialisation :
vi=0%+1=1
v,=12+1=2
v;=22+1=5
v, =52+ 1=26
D'autre part, 2* =16, donc v,> 2.
Donc #(4) est vraie.

¢ Itération:
Supposons #’(n) vraie pour un entier n >4 quelconque.
Alors :
vy > 2" par hypothése de récurrence
donc v,2 > (2")? car la fonction carré est croissante sur R+
donc v2+1> (2"2+1
# donc Vpu = 2x2" car, daprés (2")%+ 1>2x2" enappliquant xX*+1>2x a x=2"
donc vy > 2™

Donc #(n+1) vraie.

+  Conclusion :
Donc, d'aprés le principe de récurrence, #(n) est vraie pour tout entier naturel n .

nN—-+o0

{2>1 donc lim 2"=+w
pour tout n, v, > 2"

donc, par comparaison, ona lim v,=+oo.

n—+oo

b.

Onpose #(n):0<u,<2, l'encadrement a démontrer.

+ Initialisation :
Uw=1= 0<U0§2,
donc #(0) est vraie.

¢ Itération:
Supposons #’(n) vraie pour un certain entier non nul n quelconque.
Alors :

0<u,<2 parhypothese de récurrence
donc 2x0 < 2u, < 2x2
donc 0 < 2u, < 4

donc /0 < +J2u, <[4 car lafonction racine carrée est croissante sur R
donc 0 < Up < 2

Donc #(n+1) vraie.
¢ Conclusion :
Donc, d'aprés le principe de récurrence, #(n) est vraie pour tout entier naturel n .
Pour tout entier naturel n :
Upsz — Uy = \/2un — Un — Pas d'indication & une démonstration pax récumence. Pas bessin...
= V24U, ~u,
u
= i (V7 -
Vi
= ﬁ\/u_n —3%@ — T oublieg pas que, powr tout X positip, on peut derine X = \/;\/; .
n
= \un (V2 —un )

D'aprés la question précédente :

— Powr étudier un signe, je pactsnise.

Un < 2 — 10 pallait pensen . whilisen une partic de la. question pricédente I
donc /u, < /2 car lafonction racine carrée est croissante

donc 2 —\fu, > 0.

Drautre part, \[u, > 0. — Ona méme \[U, >0 con U, >0.
On en déduit :
Upsp— Uy > 0

Et donc (un) est croissante.

C. {D'aprés la question a., (u,) majorée par 2,

d'aprés la question b., (u,) croissante,

donc, d'aprés le théoréme de convergence monotone, (u,) est convergente.
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a. On pose #(n):0<v,<3, I'encadrement a démontrer.

*

Initialisation :
Vo=1 = 0<Vvy<3,
donc #(0) est vraie.

Itération :
Supposons #(n) vraie pour un entier non nul n quelconque.
Alors :

0 < v, < 3 par hypothése de récurrence
donc 0 > —v, > -3
donc 6 > 6-v, >6-3
donc % < 5 1v < % car la fonction racine inverse est décroissante sur R+*
— Vn
9 9 9
donc 656w 3

donc 0 < Vpyy < 3
Donc #(n+1) vraie.

Conclusion :

Donc, d'aprés le principe de récurrence, #(n) est vraie pour tout entier naturel n .

b. Pour tout entier naturel n :

Vnt1 —Vn =

{vn<3 = Vn<6 = 6-v,>0

9
6 -V,
_9-w(6-vy)
6 -V,
9— BV, + V,2
6 -V,
(3—=Vvy)?
6— vy

—Vp

(3-vy)? toujours positif

etdonc Vo —Vy = 0

On en déduit que (v,) est croissante.

D'aprés la question a., (v,) majorée par 3,

c
JLd'aprés la question b., (v,) croissante,

donc, d'apres le théoreme de convergence monotone, (v,) est convergente.

U, =

3x=
- 3U0 - - §
1+ 2up 1+2x1 4

2

3

3x=
8w __ 4 _ 9
1+2u; 1+2x% 10

b. On pose #(n):0<u,, lacomparaison a démontrer.

*

Initialisation :
u(,:% donc 0<up,
donc #(0) est vraie.

Itération :
Supposons #(n) vraie pour un entier non nul n quelconque.
Alors :

u, > 0 par hypothése de récurrence

{3un >0 3u
donc et donc, par quotient — > 0.
1420, > 0 pard T+2u,

Donc #(n+1) vraie.

Conclusion :

QO.tention, on ne peut pas uansponmer par

Un

1+2u,’

oparations successives Un en

— Mais on a simplement un numératewr ot un dénsminafeur positife...

Donc, d'aprés le principe de récurrence, #°(n) est vraie pour tout entier naturel n .

C. L’ aventissement ne donne pas envie de se lancer dans une démsnstration pon ndewmence. T entons la démonstration dinecte :

Pour tout entier naturel n :

Un+1 —Un =

3uy
1+2u,

3Un Un (1+2uy)
1+2u,  1+2u,

Un
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_ 3up— U (1 + 2u,
1+ 2u,

_ Up (3+1+2uy)
1+ 2u,

- Un (4+2u,)
1+2u,
u, >0
Or, u, > 0 donc § 4+2uy, > 0 donc Ups1— Uy > 0 etdonc Up > Uy .
1+2u, >0

On en déduit que (un) est croissante.

Remarguens que les questions b. et C. awwient pu dtre aites par rdeunnence & € aide d une fonction :

3x
1+2x’

Posons la fonction f définie sur ] —% ; +oo [ par f(X) = — Cutla gonction qui pail passer de Un & Unep -
uix) =3x et u'(x) =3

u
f de laforme = avec {
v v(x)=1+2x et V'(x) =2

donc f'=LY 0 ;ZUV
vy = 3 (1 +2x) — 3xx2
donc f'(x) (1+2x7
= ﬁ toujours positif

donc f croissante sur ] —% sHoo .

C'est unal que c'est un pen long e qu’en a Uimpression de perdie du temps.

MMais vous alles le gogner dans les ttdnations de ves démonstrations pax ndcuunence :
b.

¢ [tération:
Supposons ...

u, > 0 par hypothese de récurrence
donc f(u,) > f(0) car f croissante SUF]7%;+00[
donc Ups > 0

Donc #(n+1) vraie.

¢ |tération :
Supposons ...

Up < Upsa par hypothése de récurrence
donc f(us) < f(un) car f croissante sur]f%;ﬂo[ — Remanguons qu’'en peut appliquer  carles Uy sont positige.
donc Ups1 < Upez

Donc #(n+1) vraie.

Lo jour du. bac, on n’attendra. pas que vous pensieg d posen une fenction, on vous la. dennena. si on veut vous faire utilisen cete méthode.

d. D'apres I'énoncé, (u,) majorée par 1,
d'apreés la question c., (u,) croissante,

Donc, d'aprés le théoréme de convergence monotone, (u,) est convergente.

a U_:I--+‘:I->(U_l
' T x0T 2
_2+1. _3.1_3
W= " M=3%27 3
_3+1. _4.3_1
W=3 278" 7 1

b. On pose #(n) : u, >0, lacomparaison a démontrer.
¢ Initialisation :
u1:% donc u; > 0,

donc #(1) est vraie.
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¢ Itération:
Supposons #(n) vraie pour un entier non nul n quelconque.
Alors :
u, > 0 par hypothese de récurrence.

n+1
2n

n+1
2n

De plus > 0 donc, par produit u, > 0.

Donc #(n+1) vraie.

+ Conclusion :

Donc, d'apres le principe de récurrence, #2(n) est vraie pour tout entier naturel n>1.

c. +  Pour tout entier naturel n:
1 Vous auwnes peut-2the pensé a démentren Up > Uns por récuwence...
+ ’
Unit = Un = 5= U = U MMlais @ y o une dighicudts pown L itinotion.
:(n+1_1)un On passe gacilement de Uy > Unsy dn2—+nl . /n2—+nlu,,+1‘
2n
_n+1-2n o p n+l _ _n+2
_Tu" mwdémtdamnMW o Z(n+1)
1-n
= = U . n+l L N+ 2
2n Cn <o powr passer o u"/—Z(n+1)u”+1'
Or, pour tout entier n>1,0na {Zn >0
u, >0

donc, par quotient et produit, lg—nnun <0,

donc Ups+ —Up < 0 etdonc Upeg < Uy .

On en déduit que (u,) est décroissante.

. D'apres la question b., (u,) est strictement positive donc minorée par 0,
(un) décroissante,
Donc, d'aprés le théoréme de convergence monotone, (u,) est convergente.

©® a

On pose #(n) la comparaison u,>1.

¢ Initialisation :
Up=2 donc up > 1,donc #(0) est vraie.

¢ Itération:
Supposons #’(n) vraie pour un entier non nul n quelconque.
Alors :
u, > 1 par hypothése de récurrence.

Etudions le signe de uns; —1:
1+3u,
3+u,

Upsa—1 =
e Outtention, & cause du quetient, on ne peut pas tansponmer par

_1+3u, 3+u 1+3u
= 3+unn_3+_u: opénations successives U, > 1 en 3+u"" > 1.
_ =2+2u,

3+u,

donc, par quotient, =2+ 2u, > 0 etdonc up+y > 1.

U >1=3+u, >4 = 3+u, >0
Or,
Up > 1 = 20y >2 = 2+2u, >0 3+ Uy

Donc #(n + 1) vraie.

+ Conclusion :
Donc, d'apres le principe de récurrence, #’(n) est vraie pour tout entier naturel n>1.

b. Pour tout entier naturel n :

Uiy = L+ 3Un
n+1 n 3+Un n
_ 1+3un_un(3+un1
3+ Uy 3+ Up
_ 1+3un—3un—un2
3+ up,
- 1_Un2
3+ U,
_ (1-un) (1 +un)
3+u,
c. *  Pour tout entier naturel n:

Uy >1=1+u, >2 = 1+u, >0

{un>1:un<1:1un<0
Uy >1=3+u, >4 = 3+u, >0
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donc, par produit et quotient, (A-Un) (1) <0,

3+ Up
donc Ups < Up.

On en déduit que (u,) est décroissante.

. D'apres la question a., (u,) est minorée par 1,
(un) décroissante,

Donc, d'aprés le théoréme de convergence monotone, (u,) est convergente.

La. premidne chose & faire est de coleulen quelques toumes pous conjectuner :

- _I_ _25_ _19_ 241 _

u=1, u =3 2,33..., U= 9 - 2,77..., Uuz= 57" 2,92..., U= 81 - 2,97..., ete.
On peut penser que ¢'est unai mais i neste A le démontren.
Onpose #(n):u, <3, la majoration & démontrer.
¢ Initialisation :

U=1 < 3,donc #(0) est vraie.
¢ Itération:

Supposons #(n) vraie pour un entier non nul n quelconque.

Alors :

u, < 3 par hypothese de récurrence

1 1
donc gun < §><3

donc %un+2 <1+2
donc Upy < 3
Donc #(n+1) vraie.

¢ Conclusion :
Donc, d'aprés le principe de récurrence, #°(n) est vraie pour tout entier naturel n non nul.

L'affirmation est donc vraie.

@ a  PLoplus eppicace est dentren lo. suite dans sa caleulotrice of de faine aphicher un tabloow. de valewss :

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Un 2 | 341218 | 1,186 | 06122 | 0,30994 | 0,155738 | 0,0780226 | 0,03904202

Si vous 828 au point en olgonithmes, veus peuvey aussi en utiliser un pewr caleulen les fonmes successifs, avee une beucle Pour... eu une boucle Tant que....

b. On peut conjecturer que la suite est décroissante a partir du rang 1.
c. On pose #(n) : u,> % x 0,5", la comparaison a démontrer.

+ Initialisation :

U = 3,4
{% x0,5'=1,875 ° donc #(1) est vraie. — Odttention | n est non nul, on commence & 1 .
+ |tération :
Supposons #’(n) vraie pour un entier non nul n quelconque.
Alors :
15 n \ .
U, > T x0,5" par hypothese de récurrence
1 115
donc 5 Un > ngxo,S”
1 no 3 n n
donc g Un +3x0,5" > 7% 0,5" +3x0,5

donc U > (%+3)xo,5"

donc Upsy > %x 05"

donc Upe > %xo,wxo,s > Uy est plus guond. que 1T5><o,5n qui est plus guond. que 14—5xo,5" multiplis pox 0,5 .

On adonc bien: upg > 175 x 0,5

n+l

Donc #(n+1) vraie.

+ Conclusion :
Donc, d'aprés le principe de récurrence, #’(n) est vraie pour tout entier naturel n non nul.
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d. Pour tout entier naturel n non nul :

Upez— Uy = % Uy +3x05"—u, — Pas question de se lancer dans une démonstration par réeurnence | On nous dit d whiliser to question précédente.

3x0,5" —g Un

donc Uny — Uy < 3x0,5"— % ( 14—5 % 0,5") d'apres la question c) — Qttention au changement de sens & cause du — .

donc Uy — U, < 3%x0,5"—-3x0,5" = 0

donc Upy—Uy < 0.

d'aprés la question c., up%x 0,5" avec 14—5>< 0,5" > 0, donc (u,) minorée par 0,

donc, d'apres le théoréme de convergence monotone, (u,) est convergente.

e. {D'aprés la question d., (u,) décroissante,

@ a. <« Minimum de fonetion » 9
Je pense alons 4. « diewissante puis croissante » , puis & « vaniations » ot donc & « ponction dérivée > -

u:xt>x dérivablesur Ret u' (x)=1
. fdelaformel(u+v) avec T s -7
2 Vixis dérivable sur R* et v' (x) =z

Donc f dérivable sur 10 ;+oo[ et f':%(u'+v').

vzt L

Donc f (x)—2(1 xZ)
_1x-7
2 X

¢ X et % sont toujours strictement positifs sur 10 ; +oo [

donc f'(x) estdusignede x*— 7, qui est du signe de son coefficient dominant 1 positif & I'extérieur de ses racines \/7 et —\/7.

X 0 \/7 ~+00

signes
de f'(x) - +

variations f(\ﬁ):l(\ﬁ +L):\ﬁ
de () \ / 2 N7

\/7

On en déduit que f admet pour minimum 7 sur ]0;+oo [ .

On demande d'en déduire que Uy > \/7 .
Mathode 1 : On a € habitude d'wtilisen une fenction croissante dans les démonstotions pan ndeunience
Montrons par récurrence la comparaison #(n) : u, >[7 .

¢ Initialisation :
Up=3>4/7 donc #(0) est vraie.

¢ |tération :
Supposons #’(n) vraie pour un certain entier n quelconque.

u > \[7 par hypothése de récurrence
donc  f(uy) > f(\[7) car, d'aprés la question a), f strictement croissante sur ] 47 ; +oo [
donc %(un+ul) > +[7 car, d'aprés la question a), f(\[7) =7
donc  Uns > 7
Donc #(n+1) vraie.

¢ Conclusion :
Donc, d'aprés le principe de récurrence, #’(n) est vraie pour tout entier naturel n .

Méthode 2 : C'est aussi une démenstrotion por nicwuence maots qui wtilise uniguement le minimum, pas lo. cnoissonce... Qegamlu& bien...

Montrons par récurrence la comparaison #’(n) : u, > \/7 .
¢ Initialisation :
Uo=3>+f7 donc #(0) est vraie.
* Itération :
Supposons #’(n) vraie pour un certain entier n quelconque.
U, > \[7 par hypothése de récurrence
donc  Une1 =f(up) est Iimage d'un nombre appartenanta 10 ; +oo [
Comme /7 est le minimum de la fonction f sur ]0 ; +oo [, cette image est supérieure a /7 .

Donc #(n+1) vraie.
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¢ Conclusion :

Donc, d'aprés le principe de récurrence, #’(n) est vraie pour tout entier naturel n .

b. * Pourtout n:
1 7 5 ;
Upsy —Up = 5 (un +U—n) — Uy — Pas tis sympathigue... counage...
1 17
2ty
_17 1,
T 2u, 27"
-l
- 2(un Un)
_17-uf . - iy
=57 — Pow une dtude de signes, L me paut la. porme factonisde.
n
D'apres la question b. :
Uy > A7
donc u.2 > (\[7)? car la fonction carré est croissante sur R+
donc u,? > 7
donc 7-u2 <0
Comme de plus up,>0,0na Upsg— Uy <0.
¢ Onen déduit que (u,) est décroissante.
De plus, d'aprés la question b. , elle est minorée par 7 .
Donc, d'aprés le théoréme de convergence monotone, (u,) est convergente.
d. lim u,=/
n—+oo
donc, par quotient, lim Z.1
n—too Un  f
donc, par somme et produit, lim l(un+l) =l(£+z).
n—-+oo 2 Un 2 Z
D'autre part, (Up+1) €t (u,) ontla méme limite, donc lim Upy =0 .
n—+o
On en déduit :
1 7. _
> (0+ () =/
o 1+l =2
l
= Z—f =0
l
2
- -0 _ 0
14
& 7-02=0
o 1 =+T outl =T
Tous les termes u, sont strictement positifs, donc la limite ne peut pas étre négative.
Donc £ = [7 .
@ PartieA
1 3 1 3_5
a. U = 7§u02+3u07§ = 7§x22+3x27§ =3
s Ly 3. 1,5:,,5 3_23
u, = 72u1 +3u1—2 = —Zx 2) +3><2 5= 3
o Ly 3_ 1,28y,423 3_383
b. U3—*2U2+3u2*2—*2x(8) +3x8 2_128~2,99219
_ ly244, 3 1,383, .38 3 _98303
Uz = —5ur+ 3=y = —5X(Tog) * 3008 2 T 3p7e8 = 29997
c. On peut conjecturer que la suite est croissante et qu'elle converge vers 3.
Partie B
a. Pour tout entier naturel n :

Vnsr = Uns1—3
1
= 7§un2+3unf -3

= 7%un2+3unf
= 2(u?-6u,+9)

:_lv
o 'n

2
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b. Onpose #(n):—1<v,<0, l'encadrement & démontrer.

+ Initialisation :
Vo= Up— 3=-1
donc —1<v<0
donc #(0) est vraie.

¢ Itération:
Supposons #’(n) vraie pour un certain entier n quelconque.
Alors :

-1 < v, < 0 par hypothese de récurrence

donc (-1)° > vy* > 0° car la fonction carré est décroissante sur R+ — Clueg-uous 6t vigitants 9 Teus sommes ewr los ndgatifs...

1 1
x1 gfzvnz <—§><O

A\

donc —

donc —

NI~ N

<V <0
donc 1< Vpr <0
Donc #(n+1) vraie.
¢ Conclusion :

Donc, d'aprés le principe de récurrence, #(n) est vraie pour tout entier naturel n .

C. + Pourtout n:

_ 1.
Vn+1 —Vn = *EVn —Vn

1
= 7vn(§vn+1)

w+tl<1l=> %vn+1 est positif

NI

2

-1 SVHSO:—lsansO:lg

. 2 2
Vp £ 0 = —v, estpositif.

donc, pour tout n, Vo —Vy = 0 etdonc vpsg > vy .

On en déduit que (v,) est croissante.

d. (vn) est croissante,
d'apres la question b., elle est majorée par 0,
donc, d'apres le théoreme de convergence monotone, (v,) est convergente.

e. lim v,=/¢

n—-+oo

donc, par produit, lim 7lvn2 = 7%52

Nt 2

D'autre part, (Vn.1) €t (vo) ont la méme limite, donc lim v =/ .

n—-+oo
On en déduit €=—%ZZ.
Onaalors :
1, _
ﬂ,+2£ =0

& ﬁ,(1+%ﬂj)= 0

= Oou1+%ﬂj:0
< (=0o0u/f =-2

Tous les termes v, sontdans [-1; 0] donc la limite ne peut étre -2 .

Donc / = 0.
f. ¢ Pourtout n,
Vnet 2 Vn

donc vpe  +3 > vy +3
et donc Up+p > Uy .

On en déduit que (u,) est décroissante.

lim v,=0
* n—+owo
pour tout n, Uy =V, +3

donc, par somme, lim u,=0+3=3.

n—-+oo

Les conjectures sont donc validées.
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Partie A

On peut d'abord. nemplin un tableaw ligne pax ligne :

On en daduit lo. version simplifide :

K w U v

0 2 10

1 2 1413 8

2 14/3 52/9 43/6
Partie B

a. Pour tout entier naturel n non nul :

Vn+1 — Uns

5
12(

4

12

12

Vo —Up)

Un+ 3V 2Un+Vy

3

3Un+9vy  8uy +4uy

12

3un + 9V, — 8u, — 4u,
12
—5up + 5v,

b. Pour tout entier naturel n non nul :

Wn+1 = Vpe1 — Unsr

= %(anun)

5

Donc, (wn) est géométrique de raison >

12

Wh

12

Numdrs de ligne Tost K| w | v v
L1 0
L2 0 2
3 0 2 | 10
Lk VRA(0<2) | O 2 | 10
B 1 2 [ 10
L6 1] 2 2 [ 10
K; 1 2 [ 143 [ 10
L8 1 2 [ 143 8
Lk VA(1<2) | 1| 2 | 143 ] 8
L5 2 2 |3 8
L6 2 [ %3 | 43| 8
K; 2 [ 4/3 | 509 | 8
L8 2 [ 143 | 529 | 43/6
Lk FAUK(2=2) | 2 | 14/3 | 509 | 43/6
K 2 | 1%/3 | 529 | 4306

— Pas bessin & une dimonstration pan récwmnence avee L expression en gonction de Uy et de V, .

— Quttention auwx signes...

— D’apris la onme attendue, on oe doute que (Wy) est gdometrique.

et de premier terme wo=Vvo—Up=10-2=8.

On en déduit que, pour tout entier n, w, = 8x( 15—2 "

c. +  Pour tout entier naturel n non nul :

Up+1 —Un =

or, wn=8><(%)n >0,

2un+vn_u

3

2Up + Vo — 3Uy

3

Vh— Uy

3
Wa
3

n

donc Ups—Uy > 0 etdonc Uneg > Uy .

On en déduit que (u,) est croissante.

*  Pour tout entier naturel n non nul :

Vhtr —Vn =

un+3vn_v

4

U + 3y — 4v,

4

Uy —Vn

4
Wy
4

n

donc Vo —Vy < 0 etdonc Ve < Vy.

On en déduit que (v,) est décroissante.
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d. + Pour tout entier naturel n non nul :

{vn—un = w, avec w, > 0,donc v, > u,

comme (v,) est décroissante, on a nécessairement Vo > vy .

On en déduit que vo > u,, etdonc u, < 10.

+ De méme, pour tout entier naturel n non nul :

{vn > Uy
comme (un) est croissante, on a nécessairement Up < Up.

On en déduit que up < v,,etdonc v, > 2.

(un) est croissante
e *

(un) est majorée par 10,

donc, d'aprés le théoréme de convergence monotone, (u,) est convergente.

{ (vn) est décroissante
*

(vn) est minorée par 2,

donc, d'aprés le théoréme de convergence monotone, (v,) est convergente.

®

a. On peut & abond, remplin un tableaw en avancant ligne pax ligne :

u,>0
b. On pose #(n): { 0’ les deux comparaisons a démontrer.
Vp >

+ Initialisation :

Up=a
avec 0<a<hb
V():b

Up>0
donc etdonc #(0) est vraie.
Vo > 0

+ |tération :

Supposons #’(n) vraie pour un certain entier n quelconque.

« Alors, d'une part :

up>0
0 par hypothése de récurrence
h >

Up + Vp

donc

> 0 etdonc ung > 0.

2 2
, . ) . L [u +V,
. D'autre part, une racine carrée est toujours positive donc % >
/u 7+ v
Et comme u, et v, sont non nuls, % >0.

Donc Va1 > 0.

Donc #(n+1) vraie.

Tuméro de ligne Test n a b w v
L1 b q b
L2 b q b q
L3 0 b q b q
L4 VRAI(0<2) 0 b q b q
L5 1 b q b q
L6 1 b q 6,5 q
L7 1 b q 6,5 6,964
L8 1 6,5 q 6,5 6,964
L9 1 6,5 6,964 6,5 6,964
L& VRAI (1<2) 1 6,5 6,964 6,5 6,964
L5 2 6,5 6,964 6,5 6,964
L6 2 6,5 6,964 | 6,732 | 6,964
L7 2 6,5 6,964 | 6,732 | 6,736
L8 2 6,731 | 6,964 | 6,732 | 6,736
L9 2 6,732 | 6,736 | 6,732 | 6,736
L4 FAUX (2 =12) 2 6,732 | 6,736 | 6,731 | 6,736
L10 2 6,731 | 6,736 | 6,732 | 6,736
On en déduit la version simplifide :
n a b u v
0 4 9 4 9
1 6,5 6,964 6,5 6,964
2 6,732 | 6,736 | 6,732 6,736

0.
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¢ Conclusion :
Donc, d'aprés le principe de récurrence, #(n) est vraie pour tout entier naturel n .

[ U + Vg T Uy + Vi)2
R
Up? + V2 U2 + 2UpV, + V2
2 4
2Un2 + 2Vi2 — Uyp? — UV, — V2
4
Un? = 2UpVy + Vi
4

Un— Vin)2
o

(Vne1)® — (Uner)® estun carré

donc (Vasr)? — (Unsr)® = 0

donc (V1) > (Uner)?

donc \/(Vae1)® > \[(Unsa)? car la fonction racine carrée est croissante sur R+

donc Vpi1 = Una

C. + Pourtout n:

(Vn+1)2 - (Uml)2

¢ Pourtout neIN:

Donc, pourtout n>1, V4 > Uy.

Up=a
Or, avec a<b.
Vo=b

Donc, cette comparaison est vraie également pour n=0.

Onabien v, > u, pourtout n e IN .

d. Pour tout n:
Un + Vp
e
Un + Vo — 2Up
2
Vp — Uy
2

Up+s1 — Uy = Uy

Vh—Uu
Or, v, > u, donc % > 0 donc Upa—Uy = 0 etdonc Up > Up.

On en deduit que (u,) est croissante.

-

2 2
Un” +V,
n 7 n_ (Vn)Z

e. Pour tout n :

(Vns2)? = (Vi)

_ UV 2v
- 2
Un” — Vo

2

On a vu dans les questions a. et c. que v, > U, > 0.
On en déduit que v,2 > u,? puisque la fonction carré est croissante sur R+.

Alors, (Vai)?— (Vo)? < 0 etdonc (Vosr)? < (V).

Donc \/(vnﬂ)z < \[(vn)z etdonc Vo < Vy.

On en déduit que (v,) est décroissante.

f. ¢ (vn) estdécroissante
donc, pourtout n, v, < Vo.
De plus, pour tout n, Uy < Vp.
On en déduit que pourtout n, u, < Vp.

(un) est croissante,
(un) est majorée par v,

donc, d'aprés le théoréme de convergence monotone, (u,) est convergente.

* (un) estcroissante
donc, pour tout n, u, > U .
De plus, pour tout n, u, < Vy.
On en déduit que pourtout n, v, > Up.

(vn) est décroissante,
(vn) est minorée par uo,
donc, d'aprés le théoréme de convergence monotone, (v,) est convergente.




