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Correction de SUITES - Fiche 1

Navigation vers les corrections: @) @ @ & & @ ® ™ ® ® ® @

O T oublieg pas Les nombneur détails de nédaction... T2 sont soulignés en vert.

On pose #(n): p,> 0,25, la comparaison a démontrer. — Jepose #(n), ca sena. pratigue pown nédiger.

+ Initialisation :

p1=1>0,25,donc #(1) est vraie. —> Quttention, ca commence & 1 et non d 0.

¢ Itération:
Supposons #(n) : p,> 0,25 pour certain entier n>1 quelconque.

Qltention, surtout pas « tout » | On sera sane pitic...

Montrons #(n+1): pn1>0,25. )
Alors :

Mathede A : On paxt de p,>0,25 qu'il faut tansgormer en Preg > 0,25 .

¢ iuwj Pn > 0,25 par hypothése de récurrence

sont ici valides, ——

mais (25 « donc » donc 0,8p, > 0,8x0,25 — Multiplication par 0,8 de chague cHté.
suppieent ot donc 0,8p, +0,05 > 0,2+0,05 — Olddition de 0,05 de chague chts.

donc pns > 0,25

duitent les ennuis.

Ca, ce n'est pas un détail de nédaction | C est indispensable...

¢ Conclusion : /
non nul:

Donc, qigpr‘es le pﬁriggi:pg de récurrencg, #(n) est vraie( pour tout entier natureln\)

@ L'énoncs ne pricise pas qu'il paut faire une démonstation par nicunnence... Mais la suite est déinie pan nfcwmence |
On sent bien que chaque propridté de U, viendra. du tenme précédent, qui vient elle-méme du terme encone awant, ete... depuis lo premion tenme.

Onpose #(n): u,<1, lacomparaison a démontrer. —> On peut dine aussi la majoration a démontrer.

¢ Initialisation :
Up = % <1,donc #(0) estvraie.

+ Itération :

Supposons #’(n) : u, <1 pour un certain n quelconque dans IN.
Montrons #(n+1): U <1.
Alors :
Miathsde A -
un < 1 par hypothése de récurrence
1 1
= < =
donc 5un 5
1 2 3
donc 5 Un + 5 < 5
donc Upy < 1
+ Conclusion :
Donc, d'aprés le principe de récurrence, #’(n) est vraie pour tout n € IN .

Donc, la suite (u,) est majorée par 1.

@ a. On pose #(n): u,>0, lacomparaison a démontrer.
¢ Initialisation :
Up=02>0,donc #(0) estvraie.
¢ Itération:

Supposons #(n) : u, >0 pour un certain n quelconque dans IN.
Montrons #(n+1): Up1=0.
Alors :

M‘\ :
U, > 0 par hypothese de récurrence

donc up,+1 > 1
<

donc TSR

donc

_ > 6—
un+1/6 5

donc uUpg > 1
donc upg > 0

donc 6

1 car la fonction inverse est décroissante sur R+* — Chamgamnt d'ondne & justifien proproment...

> -5 car -5 négatif — Justification pas indispensable...
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b.

Méthede B : Montons-la par cwnissits : on poat de W, etva démonter qu'il est positi, en lo pactonisant, bien siir...

5
U+l
6(un+1) 5
up+1 up+1
6uU,+6—5
up+1
6u, +1

i) — Un numératowr ef un dénsminatour dont i pout ctudion les signes...
n

Uns1 =

Or, par hypothése de récurrence, u, >0

6u,+1 >0 tionne b i ¢'est nettement
donc { , donc Bun+ 1 >0 etdonc umy > 0. Can gonctionns. bisn, mais c'est nettomen
Un

+1 >0 Un+1 moins natuel que lo. méthode A .

¢ Conclusion :

Donc, d'aprés le principe de récurrence, #°(n) est vraie pour tout entier naturel n .

On pose 2(n): Uy < Unsa , la comparaison a démontrer.

¢ Initialisation :

U =0
{u1 =6_ 5 _ 1 donc ug<ug, donc 2(0) est vraie.

0+1
¢ Itération:
Supposons 2(n) : U, < Unsy pour un certain n quelconque dans IN. — 2(n) &'éenit en fonction de Uy et de Upe |
Montrons 2(n+1) : Uns1 < Unez - — Pour derine 2(n+1) , on passe awx dews nangs suivants, done en whilisant Uiy ef Uz ...
Alors :

Un < Upet par hypothese de récurrence
donc up+1 < Uy +1

L

car la fonction inverse est décroissante sur IR+*
up+1 Unsr +1

donc

[

Uy +1 s Uper + 1
5 5
U+ 1 7 U1

donc Ups1 < Unez

donc car -5 négatif

donc 6 —

¢ Conclusion :

Donc, d'aprés le principe de récurrence, 2(n) est vraie pour tout entier naturel n .

Mﬂj : Los tochnigues poun les dewn questions sont les mémes, on awnait pu les raiter en une seule question, comme vous le feres dans le @).

@ Onpose #(n): 0<y,<2, I'encadrement a démontrer.

*

— Démontrer un encaduement nevient d démontren deux comparaisons en méme femps.

Initialisation :

yo=\/§ =14... donc 0<y,<2,
donc #(0) est vraie.

Itération :

Supposons #’(n) : 0 <y,<2 pour un certain n quelconque dans IN.

Montrons #(n+1): 0<yp1<2.

Alors : Retenes le principe du | QUI PEUT LE PLUS PEUT LE MOINS.
Méthode A - ] St Yne1 st plus zgwuuﬁ que \/7 qui est Lui-méme plus grumdl que 0,
0 <y, < 2 par hypothése de récurrech alons Yner est plus grand que 0.
donc 2 < 2+y, < 4 -

= T - ) ) )
donc|\[2 </\[2+y, <[4 carlafonction racine carrée est croissante sur R+
|

donc “ 07</,! Y1 < 2 — Ottention 4. ne pas finin par \/E <Y1 <2 concenest pas co qui vous aves annonct montre.

Conclusion :

Donc, d'apres le principe de récurrence, #’(n) est vraie pour tout entier naturel n .

® a

Max a coupé un quart de la hauteur de la plante, il reste donc ?—1 de sa hauteur, puis la plante a poussé de 30 cm :

%x80+30=60+30290

La plante mesure donc 90 cm en mars 2016.
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b. En mars ( 2015 + n ), Max coup un quart de la hauteur h, de la plante, il reste donc % de hy, puis la plante a poussé de 30 cm :

Donc hpy = % hn+30=0,75h,+30.

C. On remplit un tableau des premiéres valeurs : n 0 1 2 3
0,75%x90 + 30 = 0,75x97,5+30 =
ho | 80 | 90 97,5 103,125

On conjecture que la suite est croissante.

On demande de démontren ceffie crsissance por nduwence...

Pour veir lo. proprigté qui dépend de Uentier n , i paut se sowvenin q,u.'um.e cwvissance est caractiniste par lo companaisen hn < hpeq pour tout n € IN |
Posons #(n) : h, <hpe .

¢ Initialisation :

ho =80
donc ho<h;,donc #(0) estvraie.
h1 =90

¢ [tération:
Supposons #(n) : h, < hn pour un certain entier n >0 quelconque. — Si vous visualiseg bien #(N+1), vous powveg ne pas L' denire...
Alors :
Méthede A : Méme situation gqu'an @) b.
hn < hnea par hypothese de récurrence
donc 0,75h, < 0,75hn
donc 0,75h,+ 30 < 0,75h,.1 + 30
donc hpat < hpsz

Madis o co. vous aide. enives-le |

Donc #(n+1) vraie. — ... mais vous conclues.
¢ Conclusion :

Donc, d'aprés le principe de récurrence, #(n) est vraie pour tout n € IN .

Et donc, la suite est croissante. — T oubllieg pas la conclusion pinole...

@ a. Onpose #(n): a,>0, lastricte positivité a démontrer.
¢ Initialisation :
a = % >0,donc #(1) estvraie.

¢ Itération:
Supposons #’(n) vraie pour un certain entier n>1 quelconque. — St vows visualises bien S(N) , veus pouvey ne pas L'derie...
Alors :
Mathede A :
a, > 0 par hypothése de récurrence —> ... ¢'est par quoi vous commences.
donc %am > 0 car % toujours positif
donc a1 > 0 — Cost pangois tuds napide |

Donc #(n+1) vraie.

Méthode B : Pour une foie, elle est presque plus noturelle I

a,=n*+1l,
n+l — 2n n
n+1., . -
—— toujours positif .
Or4 2n , donc, par produit, am.; >0
a, >0 par hypothése de récurrence

Donc #(n+1) vraie.
¢ Conclusion :

Donc, d'aprés le principe de récurrence, #’(n) est vraie pour tout entier naturel n>1.

Donc, (an) est strictement positive.
Queune indication de néeunnence r'était dennde pown ces dewx
b.  Pour tout entier naturel n>1: questions.
1 mathede : On pense d. ctudion le signe de @nsy —an - On deit sentin gue la. question. a. se pait pon ndeunence : le signe
Ay — g = ”2+nl an— an — C'est une démonstration dinecte | | & 'un toune dépend du préeddent, qui lui-méme dépend du
N+l pricident ainei de suite jusqu aw signe de @, qui dépend. de celui
=( 2n -1)ag de a; .
_-n+1
= o an Pour la. question b. , on veit que co n'est qu'une histoine entre
ans et a, .
Pas besoin du. principe de ndcunence avee les nangs pricédents.
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n>1= -n+1<0

a, >0 d'apres la question précédente

-n+1
2n

2n>0 car n nonnul
Or

donc, par produit et quotient, a, <0

etdonc ang < ap.

Q™ mathode : Elle est trie simple, mais i pout vein que anyy st @y mulliplic par un nombne... Eww ce nembne

n+l<2n<n>1

Donc, pour n;l,ona% <1.
Donc nz—-:]lan < ay — Quand on mulliplie par un nembne inférieur a. 1, cola diminue |

etdonc ang < a,.

@ On pose #(n): u, >0, lacomparaison a démontrer.

+ Initialisation :

W=gx1+0-2=-3

uzz%x(fg)+1—2=7%

u3=%x(719—4)+272=7%

w=gx(-3)+3-2= >0

donc #(4) est vraie. —s Olttention, ca. commence d 4 et non & 0.
¢ Itération :

Supposons #’(n) vraie pour un certain n quelconque supérieur ou égal a 4 .
Alors :

Méthode A -
un, > 0 par hypothese de récurrence

donc lun >0

3
donc %un +n >4 carn>4 — Howeusement que co. commence & 4... Woublieg pas dz le signalen...
donc %un +n-2(>2) | Clestle punsipe du” QUI PEUT LE PLUS PEUT LE MOINS ™.

Y ,/
donc un+1:‘\> (U

Donc #(n+1) vraie.

St quelgue chose est plus grond. que 2.
adons o pontion i est plus grand. que 0.

Mathede B . C'est iei ta. plus naturelle, awee une ssmme de dewx tenmes posifife.

1
um+1:§un+n—2

3 donc, par somme, Uy; > 0.

o {lupo par hypothése de récurrence
.
n>4-n-2>22>0

¢ Conclusion :

Donc, d'apres le principe de récurrence, #’(n) est vraie pour tout entier naturel n>4.

On pose #(n) : Up > Uy, la comparaison a démontrer.
¢ Initialisation :

U= 0,5%5+0,5%0 - 1,5=1
U= 0,5x1 +0,5x1-15=-05

Us = 0,5%(-0,5) + 0,5x2 — 1,5 = 0,75
Us = 0,5%(-0,75) + 0,5x3 — 1,5 = -0,375

Donc us > us, donc #(3) est vraie. — Qittention, ca commence 4. 3 ¢t non & 0.

+ |tération :

Supposons #’(n) vraie pour un certain n quelconque supérieur ou égal a 3.
Alors :

Méthode A :

Uns1 > Uy par hypothése de récurrence
donc 0,5un > 0,5u,
donc 0,5un;+05(n+1) > 05u,+0,5(n+1)
donc 0,5uUn;+05(n+1) > 05u,+0,5n+0,5

Qvttention, vous aimenieg ajouten
05(n+1) & gauche
et 0,5n a drsite,
mais vous 8fes obligés d'ajouter lo. méme chose des dewx c8tds I

donc 0,5Up1 +05(n+1) > 0,5u,+0,5n — pm'uwf.pa du " Qui pewt le plus peut le moins .
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donc 05U +05(n+1)-15 > 0,5u,+05n-1,5
donc Unsz > Unsy
Donc #(n+1) vraie.
Misthede B : “Toujours moins natwielle, mais powr une fois bien plus pacile | T¢ paut dene ne pas €eublion...
Uns2— Uiz = (0,5Ups +0,5(N+1)—15)— (05U, +0,5n—15)
= 05Uu:1+05n+05-15-0,5u,-05n+15
= 05(Upsi—Uy)+05
f Par hypothese de récurrence, Uy > U, etdonc Upg—U, > 0
1 05>0

+ Conclusion :

donc,

par somme, Uniz — Ups1 > 0) €6 dONC Uiz > Upat -

Donc, d'aprés le principe de récurrence, #(n) est vraie pour tout entier naturel n>3. OU%_UOM ” ¢ que, une s n'est pas cout

On peut en déduire que la suite (u,) est croissante a partir du rang 3. on a étudic LE SIGNE D'UNE SOMME SANS FACTORISER !
Mais une somme de dewr termes positips, cest 06603 n0AL...

@ Onpose #(n): u,—1>0, lacomparaison a démontrer.
¢ Initialisation :

Up=5 donc up—1=4>0,
donc #(0) est vraie.

+  |tération :

Supposons #(n) : u,—1>0 pour un certain n quelconque dans IN.

Alors :
Qvttention. | On pownait aveir envie de passen de Uy >1 & Unt > 1 awee lo. Méthode A habituelle, mais olle ne fonctionne pas...
Ene%at de u,>1, endéduiﬁ@auﬂmnmtw 4u,—-1>3 et que y +2<% , mais on ne peut rien en déduire du produit %
n n
a>b
De manizne géngrade, st q’ alons on ne peut pas companer les produits axc et bxd .
c<
{ 2>1 { 2>1 |
Qegamdle%: 3<4¢tsna 2x3 > 1x4 | mais 3<7a‘tona 2x3 < 1x7 |
Miéthede B :
_4u,—1
U —1 = _U|-|+2 -1
_4u-1-u -2
Up+2
_ 3u—3
U, + 2
~3(up-1
U, + 2
Or, par hypothése de récurrence, u,—1>0. — i'mépo’thm de néewmence n'intowient qu'd la. fin du caleul.
On en déduit de plus que u,>1 etdonc u, +2=3>0.
Donc par quotient, ﬂl%l >0,etdonC Up1—1>0.
n
Donc #(n+1) vraie.
¢ Conclusion :
Donc, d'apres le principe de récurrence, #’(n) est vraie pour tout entier naturel n.
a. 1% mithode -
f est une fonction polyndéme du second degré de coefficient dominant —0,005 négatif.
Son sommet a pour abscisse — L4 14,
2x(-0,05)
Donc f est croissante sur ] —oo; 14 [ et décroissante sur ] 14 ; +oo [ .
Elle est donc croissante sur [0;8] .
2" mithede -
f fonction polyndme dérivable sur R avec f'(x) =1,4 —2x0,05x =-0,1x + 1,4 .
f'X)=0 & —0,1x+14=0
< x=14
Donc f'(x) positifsur ] —0; 14 [ etnégatifsur 114 ; +o [, — On pouvait faire un tableau de variations.

donc f est croissante sur ] —o ; 14 [ et décroissante sur 114 ; +oo [,
donc f est croissantesur [0;8].
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b. Onpose #(n): 0<Vy<Vn <8, l'encadrement & démontrer.
¢ Initialisation :
Vo=6
donc 0<vo<v1<8,
vi = 1,4x6 — 0,05%62 = 6,6
donc #(0) est vraie.
¢ Itération :

Supposons #(n) : 0 <V, < Vyey <8 pour un certain n quelconque dans IN.
Alors :

Methede A -

0 < Vp < Vmey < 8 par hypothése de récurrence Un grond. clossique :

donc f(0) < f(vn) < f(vne1) < f(8) carlafonction f estcroissantesur [0; 8] Bonagu. une vosiafion. de fonction T est demandiz awont

et cette fonction sent d exprimer Upst = f(Uy) ,
dONC 0 < Vot < Voo <8 car f(8) = 1,4x8 — 0,05x82=8 e catle ponction sert . exp ma =)

vous deves wtiliser lo. Méthede A.

Donc #(n+1) vraie.

¢ Conclusion :

Donc, d'aprés le principe de récurrence, #’(n) est vraie pour tout entier naturel n .

u:x |—>§ dérivable sur R et u'(x) =%
i a f=u+v avec 1 1
Vx> = dérivable sur R* et v'(x) = —
X X
donc f dérivable sur ] 0 ;+o [ et f'=u"+V'.
=l L1
Donc f' (x) 5%
_ X2
2x?

2x2 toujours positif, donc ' (x) est du signe de x2—2.
Or, x2—2 est du signe de son coefficient dominant 1, donc positif, & I'extérieur de ses racines \2 et —/2 .

X 0 \2 8

Signes
de f' B +

Variations f(2 :ﬂ.;.iz 2
de f \ \/E / (\/_) 2 \/5 \/_

b.  Onpose #(n): U,>2 , lacomparaison & démontrer.

¢ |Initialisation :

U
= —+4— =
D=2t

1
1_2
2
donc #(0) est vraie.

¢ Itération:

Supposons #(n) : U, 2\/5 pour un certain n quelconque dans IN.
Alors :

Methode A - Celle qu'il pout wlilisen lonsgu’on o une ponction croissante ou dicroissante.

Un > 42 par hypothése de récurrence
donc f(Uy) > f(\J2) carlafonction f est croissante sur [\[2 ;+oo [
donc Uy > 42

Donc #(n+1) vraie.
¢ Conclusion :

Donc, d'aprés le principe de récurrence, #’(n) est vraie pour tout entier naturel n .

@ a. Onpose #(n): 1<up< e’ , I'encadrement a démontrer.
¢ |Initialisation :
U =1
2 ,donc #(0) est vraie.
1<1<e"=73...
¢ [tération:

Supposons #(n) 1 1 <up < e? pour un certain n quelconque dans IN.
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Alors :
1<u, <e? par hypothése de récurrence

donc \/T <4fu, < \/e_2 car la fonction racine carrée est croissante sur R+
donc 1<4fu, <e
donc e<efu, <&’ car e>0
donc 1<uw<e® car e>1
Donc #(n+1) vraie.

¢ Conclusion :
Donc, d'aprés le principe de récurrence, #°(n) est vraie pour tout entier naturel n .

b.  Onpose 2(n): Uy < Ups.

¢ Initialisation :

U =1
{ donc up<ug, donc 2(0) est vraie.
ur=e\Up =e

*  Itération :

Supposons Z2(n) vraie pour un certain n quelconque dans IN.
Alors :
Un < Ut par hypothése de récurrence

donc \/un < \/un+1 car la fonction racine carrée est croissante sur R+

donc e\/un se\/um car e>0

donc Ups1 < Unsz
Donc 2(n+1) vraie.

¢ Conclusion :
Donc, d'apres le principe de récurrence, 2(n) est vraie pour tout entier naturel n .

@ a. Onpose #(n): 0<w,<Wny <0,5, I'encadrement a démontrer.

¢ Initialisation :

Wo=0
donc 0 <wp<w;<0,5 etdonc #(0) est vraie.
{w1=e2‘”°’2=e’2:0,13... o ©

¢ Itération :

Supposons #(n) vraie pour un certain n quelconque dans IN.
Alors :
0 <w,<Wy1<0,5 par hypothese de récurrence

donc 0 < 2w, <2Wp <1
donc —2<2w, —2 <2Wpp —2< -1
donc e <e?2<e?m~2<e™ carlafonction exponentielle est croissante =0,3...
donc 0 < 2Wpet < 2Wn2<0,5 car € 1=03...<0,5
Donc #(n+1) vraie.

¢ Conclusion :
Donc, d'aprés le principe de récurrence, #(n) est vraie pour tout entier naturel n .

a. Onpose #(n): u,>0, lacomparaison a démontrer.
¢ Initialisation :
Up=1>0,donc #(0) estvraie.
¢ Itération:
Supposons #(n) vraie pour un certain n quelconque dans IN.
Alors :
{ Un >0 par hypothése de récurrence
e "> 0 car la fonction exponentielle est strictement positive
donc, par produit, ue " >0.
donc Ups1 >0
Donc #(n+1) vraie.
¢ Conclusion :

Donc, d'aprés le principe de récurrence, #’(n) est vraie pour tout entier naturel n .

b.  Sivous essayes de démontron cotle question pon ncunrence, ueus veweg que poun montren ¢ifzation, uous n'ufilices pas €'hypsthase de rdcumence.
Cutle signe que ce n'est pas une démenstration par ndcwwence...
Pour tout n € IN :

Un=Unsg = Up—Upe "™
=u(l1-e™) — Cest un produit, dtudions lo signe de chaque pacteunr.
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+ D'une part, u, >0 d'apres le a.

+ D'autre part, u, >0 d'aprés le a.
donc —u, <0
donc e <1
donc 1—-e >0

On en déduit par produit: u, (1—e ™) >0
et donc Uy —Ups1 >0
et donc Un> Upss .

Et donc la suite (u,) est décroissante.

@ Onpose #(n): u, = 1 +% I'égalité a démontrer.

+ Initialisation :

Up = 13
14 12 _ 1 +% = 13 donc #(0) est vraie.

507
¢ Itération:
Supposons #(n) : u, = 1+ é—% pour un certain n quelconque dans IN.
) ) _ 12
Montrons #(n+1): Upg = 1 +W'
Alors :
Méthode A -
up = 1 +é—% par hypothése de récurrence
donc %un=%(l+1é—§) ﬁJemuﬂﬁpran%dmd/zmc@m.
1 .4_1, 12 .4 . 4 .
SUp+= = =+ += i = .
donc st =5t ts — J ajoute 5 des dewx chitds
donc Umy = 1+ % — Bingo...

Donc #(n+1) vraie.

Methode B : C'est ici la plus natwnolle.

Ut = 5
= % (1 + é—%i) + % par hypothése de récurrence
_1,12 .4
5 5x5" 5
=1+ 517%1

+ Conclusion :
Donc, d'apres le principe de récurrence, #’(n) est vraie pour tout entier naturel n.

Onpose 2(n): 3u, = 10™1—7 Iégalité a démontrer.
+ Initialisation :
3up=3x1=3
10 _7=10-7=3" donc #(0) est vraie.
¢ [tération:

Supposons #’(n) : 3u, = 0™ 7 pour un certain n quelconque dans IN.
Montrons #(n+1): 3Up = 10M2-7. — Ow nong suwont, N passed N+1 et n+1 passed n+2.
Alors :

Méthode A - Lo pactour 3 est font génant... On peut dicider de 6'en débarmassen :

3u, = 10M -7 par hypothése de récurrence

donc u, = %( 10™_7) — T dlimine la. multiplication pax 3 pow iselen Uy .
donc 10u, = 10x%( 10™_7) — Jo mubtiplie pax 10 des dowr cbtis.
donc 10u,+21 = %( 10x10™ 70 + 21 — T’ ajouts 21 dos deur citis

donc Up: = %(10”+2—70)+%><63

donc 3up = 10™%-70 + 63 — Jo multiplic pax 3 des dewn cbide.
donc 3un. = 10™2 -7 — J'btiens #(n+1).
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Méthede A - Ou on peut le gaxden :
3u, = 10M -7 par hypothése de récurrence

donc 10x3u, = 10 (10" -7) — Je mulfiplic par 10 des dewx cdtdo.

donc 10x3u, = 10™2-70

donc 10x3u, + 21x3 = 10™2-70 + 21x3 —> Ow tizu & ajoutor 21, j ajoute 21x3 des doux chtse.
donc 3 (10u,+21) = 10™? -7 — Je pactonise par 3.

donc 3up., = 10™2-7 — J'ebtiens #(n+1).

Méthede B : C'est ici lo. plus natunelle.
3Upsy = 3(10u,+21)
3x10u, + 63
10><31].57+ 63 — puwe/é d paire apparoitie Uy eur lequel vous avey votre hypothise de récunence.

10 (10™ —7)+63) par hypothése de récurrence

= 10270+ 63
= 10n+2 _ 7

Donc #(n+1) vraie.
+ Conclusion :

Donc, d'aprés le principe de récurrence, #(n) est vraie pour tout entier naturel n .

@ On pose #(n): uy= an?+12n+5 I'égalité a démontrer.
+ Initialisation :
U=5
,donc #(0) est vraie.
4x02+12x0+5=5
+  |tération :

Supposons #(n): U, = 4n?+12n+5 pour un certain n quelconque dans IN.
Montrons #(n+1): u,=4(n+ 1)2+ 12(n+1)+5, c'est-a-dire un=4n2+20n +21.

Alors :
Thutile d espinen fomber sun cefte expression |
T gawt absslument la. développen...
Méthode B -
_ 2 &
s = (1+n+1)\u,”\‘+n +1
=(1+ L) (%’4627’1'26 +5)+ 5 par hypothése de récurrence
n+1°*~— "7 n+1
_n+1+2 ) 6
=i (4n +12n+5)+—n+1
_(n+3)(4n?+12n+5)+6
n+1
3 2 N
= edne — On est mal... du 3™ degus & pactoniser... On espéroit voin 4n2+20n +21 .
D'autre part : — Contownons la dippiculte | Pour démontren que O =B, on peut démontuer que 0=C ot que B=C.
2
A +20n + 21 = (4n“+20n+21)(n+1)
n+1
_ 4n®+4n”+20n” + 20n + 21n + 21
n+1 .
Me vous inquidtes pas, ¢'est un vieil exercice de 2008
3 2
= % qui 0. At peser des problemes d. ves olnds...

+  Conclusion : Vous n'aureg pas quelgue chose d ausst difpicile au
Bac, mais ¢'est un entrainement pour plus tard...

Donc, d'aprés le principe de récurrence, #(n) est vraie pour tout entier naturel n .

1. Onpose #(N): 1+2+...+n = Mn;_ll I'égalité a démontrer.

¢ |Initialisation :

Pour n=1, lasomme est réduite a 1
1(1+1) _ 1 ,donc #(1) est vraie. — Qbtttention, i faut envicager une somme a. un seul toune.
2

¢ Itération:
+ . .
Supposons #(n): 1+2+...+n = an—ll pour un certain entier n>1 quelconque.

2n+1)+1),c'est—a—dire 1+2+...+n+(n+1) = ntl)(n+2

Montrons #(n+1): 1+2+...+n+(n+1) = (n+1)((

Alors :
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Méthede A -
1+2+3+...+n = an;ll par hypothése de récurrence

donc 1+2+3+...+n+(n+1) = an;l)+(n+l) — Jajoute des dour cBtés (n+1).

=(n+1)(g+1) — Je jactorise por (N+1).

_ n+2
_(n+1) 2

=gn+1](n+21
2

(1 4:27+3 + o n+ (n+1)

=‘:“Mr12+_1)‘+ n+1 parhypothése de récurrence

=(n+ﬂl)(g+1) — Mimes caleuls.

_ n+2
= (n+1)=

=gn+1)(n+2]
2

¢ Conclusion :

Donc, d'aprés le principe de récurrence, #(n) est vraie pour tout entier n > 1.

2. ¢ Onpose #(n): 12+22+32+..+n2 = MﬁGMM I'égalité a démontrer.

¢ Initialisation :

12=1
{ LL+1)@x1+1)_1x2x3 _,  donc #(1) est vraie. — Qittention, ca commence awsei & 1 ef non a 0.
6 6

¢ Itération :

n(n+1)(2n+1

Supposons #(n): 12+ 22+ 32+ ... +n2 = pour un certain n quelconque supérieur ou égal a 1.

6
Montrons #(n+1): 12+22+ 32+, +n2+(n+1)2 = (n+1)[(n+1)+61][2(n+1)+1]
_(n+1)(n+2)(2n+3)
5 .
Alors :
n+l R
2k2 =(12+422+32+  +n2+ (n+ 1)
k=1 R ——
=‘kMﬁ)ﬁizn—*'1’2‘+(n+l)2 par hypothése de récurrence
Cn(n+1)(2n+1)+6(n+1)
- 6
_(n+1)[n(2n+1)+6(n+1)]
- 6
_(n+1)(2n2+7n+6)
- 6
Le polyndbme 2n2+7n + 6 a pour discriminant A =72—4x2x6 =1 et pour racines %E:f% et %Ezi.
On en déduit 2n2+7n+6:2(n+g)(n+2)
=(2n+3)(n+2) — Cost bien ce qu'on atiendait.

=[n+1)+1][2(n+1)+1]
M:@w@izud@éacﬁm@m, on peut développer [(N+1)+1][2(n+21)+1] etobtenin 22+ +6.

n+l
Donc : Zkz:(n+1)[n(2n+l)+6(n+l)]
k=1 6
Mathode A . Comme dans bz 1., on port de 12 +22+ 3%+ .. +n? = 1 ”+16 202 1) ot on ajoute des e chtis (n+1)°.
¢ Conclusion :
Donc, d'aprés le principe de récurrence, #’(n) est vraie pour tout n de IN* .
3. 1+3=4
1+3+5=9
1+3+5+7=16
1+3+5+7+9=25 — Tiens, tizns... On dirait bien que ce sont toujours des camds |

Qegwule/éga: 1+3+5+7+9+11+13+15+17+19+21+23+ 25+ 27 +29=225 ... o coms de 15 |

Et. 1+3+5+7+9+11+13+15+17+19+21+23+25+27 + 29+ 31 +33+35+37 +39 +41 =441 ... lo coms de 21 |
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¢ Onpose #(n): 1+2+3+...+(2n+1) = (n+1)2 I'égalité a démontrer.

¢ Initialisation :

Pour n=0, lasomme est réduite a 1
,donc #(0) est vraie.

(0+1)2=1
*  Itération :

Supposons #(n): 1+2+3+...+(2n+1) = (n+1)2 pourun certain n quelconque dans IN.
Montrons (N +1): 1+2+3+...+(2n+1)+(2(n+1)+1) =[(n+1)+1]?

= (n+2)2.
Alors :
Méthede A :

‘\1'12;37;.7.. +( 2?17;1‘),;+(2(n+1)+1) =((n+1)%+(2n+3) par hypothése de récurrence
-_ =m+2n+1+2n+3
=n?2+4n+4
=(n+2)?
La méthede B ne présente pas dintirdt.

¢ Conclusion :
Donc, d'aprés le principe de récurrence, #’(n) est vraie pour tout entier n € IN .

yo2t2 _4
17ox2+1° 5
4,
hoB 14
, _14
4 13
2><5+1
14
Lo a0
=13 _40
14 Tl
O
20,
_4 _122 i s | 364 1094
U4_2x4—0+1_121 — Quellle jolic ouite | us vaut 365 Ot Us vout Too
21

Up—1=2-1=1 positif comme (-1)°=1

u—1= %7 1= 7% négatif comme (-1)'=-1

R P R 1y=
U — —13—1—13 positif comme (-1)°=1
=80 -l et 1y =—
u371—4171-741 négatif comme (-1)°=-1
_122 .1 o v =
url——lzlfl——121 positif comme (-1)*=1

Pour tout entier n :
Up+2
2u,+1

_Wht2 2upt+1l

T 2up+1 2u,+1

Uy +2—-2u,—1 - —Up+1
2u,+1 2u,+1

U1 —1 =

Onpose #(n): «u,—1 ale méme signe que (-1)"», la proposition a démontrer.
¢ Initialisation :

On a démontré dans la question b. que #(0) est vraie.
* Itération:

Supposons #(n) : «u,—1 ale méme signe que (-1)"» pour un certain n quelconque.

Montrons #(n+1): «Unsa—1 ale méme signe que (-1)™'».
Alors :
_ U +1
Unsr— 1= 20, + 1

Par hypothese de récurrence, u,—1 ale méme signe que (-1)",

donc —u, + 1 ale méme signe que —(—1)", c'est-a-dire que (—1)™*. — Puisque —(-1)" = (-1)x(-1)" .

De plus, on a admis que u,>0,donc 2u,+1>0.
“Up+1
2u, +1

On en déduit que Up—1= a le méme signe que (—1)™*.
¢ Conclusion :

Donc, d'aprés le principe de récurrence, #’(n) est vraie pour tout entier naturel n .
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a
AO A2 A5 AS A.]
A4 6
_0+1 _1
b az__2 =5
1
a —g—g
e
1.3
.24 5
4 = 2 —8
3,5
_4 8 _11
=72 T 16
5 11
L8162
T T2 T3
C. Ans2 milieu de [AﬂAn+1] donc Ani = an +2an+1

d. Onpose #(n): a1 = —% a, + 1, I'égalité a démontrer.

¢ Initialisation :

a=1
{la0+1=%><0+1=1 donc alz—%a(ﬁl donc #(0) est vraie.

2
¢ Itération :
Supposons #(n) : ans = 7%an +1 pour un certain n quelconque.
Montrons #(n+1): amwe = 7%an+1 +1.
an t An+1

On va containement utiiser aner = 2

Mais st on wtidise @'mﬁpeﬂﬁm de ndewvence en remplagant ans por — 1 an+ 1, on se netrouve avee anez en fonction de @, .

2
Cela. ne nous intéresse pas : on veut ansz en fonction de Ansi ...
Te paut done commencer par transpormer Q'h%poﬂliéz de ndewnence poun powssin remplacer @, en ponction de @nsr :

Ona: an+1=—%an+1 == anﬂ—l:—%an

& a=-2(aw-1)

Alors :
an T a4,
A = n 2 n+1
:72(an+171!+an+1
2
_ 2amt2+am
2
Z—am 1
=== -Zamtl
2 2 n+l

+  Conclusion : Donc, d'apres le principe de récurrence, #’(n) est vraie pour tout entier naturel n.




