Feuille d’exercices du chapitre 1

Exercices sur la démonstration par récurrence :

Exercice 1 *

€D Soit (u,) la suite définie par u, =3 et pour tout entier naturel n par u,,, =3u, - 2.
Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 1, =2 x3" + 1.

€2 Démontrer par récurrence que la somme des n premiers entiers naturels non

Exercice 2 *

Soit (u,) la suite définie par u, = 2 et pour tout entier n =4,
u,,=2u +1.
Montrer par récurrence que pour tout entier n = 4,

Z san+1) oo s = _nn+1)
nuls est égale a T,cest a-dire que %k ——— , SOit u = 3x2m4_1.
N2 . rn—mintll
=
Exercice 3 * Exercice 4 *
Soit f la fonction définie sur R par Soit (u,) la suite définie pour tout entier naturel n par :

f(x) = 2x3 = 2x% + x — 2.Soit (u,) la suite définie par u,=1
etla relation u, ., =f(u,) pour tout entier naturel n.

1. Déterminer f'(x) puis étudier les variations de f.

2. a. Justifier que u, =-1.

b. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel ,

Uy

¢. Conclure quant au sens de variation de la suite (u,) ?

=
= un‘

_1
u,=8etu, , = 2t 3.
1. Calculer u,.
2. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n :

Uy

3. En déduire le sens de variation de (u,).

=
= uﬂ.

Exercice 5 **

{u,) est la suite définie par ALt L
0 % . I 1| n v, |u¥l
Uy = Det pour tout entier naturel n, 2] o % -
Up 1= 4+ l:"L‘rr.\u' 13 1 4 5
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a) Emettre une conjecture sur I'expression de u, en
fonction de n.
b} Démontrer cette conjecture par récurrence,

Exercice 6 **

Démontrer les deux propositions suivantes :
1- Pour tout entier n , 4" — 1 est divisible par 3 .
2- Pour tout entier n, 7 x 3°" + 4 est divisible par 11.

Exercice 7 ***

Pour démontrer qu'une propriété P(n) est vraie pour tout entier naturel n = ny, on
doit quelquefois utiliser une récurrence double:

Initialisation : on vérifie que P(n,) et P(ny + 1) sont vraies.

Hérédité : on suppose que pour un entier naturel k = n,, P(k) et P(k — 1) sont
vraies.

On démontre alors que P(k + 2) est vraie.

Conclusion : pour tout entier naturel n = ng, P(n) est vraie.

(u,) estla suite définie par ug = 1, u; = — 5 et pour tout entier naturel n,
Upy2= 5“::—1 —6[,1’".
On se propose de démontrer par récurrence double que pour tout entier naturel n,
la propriété P(n) :«u, =4 x 2"t1 =7 % 3" est vraie.
a) Vérifier que P(0) et P(1) sont vraies.
b) Supposer que pour un entier naturel k, P(k) et P(k - 1) sont vraies, et démontrer
qu'alors P(k + 2) est vraie,
c) Conclure.




