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Exercicel.

1. La fonction x> ﬁ est positive sur [0;1] — Qlttention, une infignale nest une aire que o Lo ponction est positive I T0 ot b pricisen...

n
donc ~[00;1 ﬁ .dx est I'aire comprise entre la courbe de x > ﬁ , I'axe des abscisses et les droites verticales d'équations x=0 et x=1

\

0 ———
0 1 2

2. On ne perd. pas ses habitudes sun les suites, on va dtudien T, — T, .
Un petit schéma et on voit tout de euite ce que la. dipprence entre les deun aines est a‘ungmu ente noet n+1:

Pourtout n>1:

n+l 1 n 1
lner —In :j 0 m.dX*J‘O mdx

1

Tex &

n+l 0
M@ : On peut le justibien proprement avec la. nelation de Chasles : | = _f 0 ﬁ Ldx + _fn

n n+l n
— 3 1 j 1 1
Onpmtammﬂeéué%mauw: = 01F 3.dX+ n m.dx— 01T 3.dX

Pas question de chenchen d. caleulen cette uvbz%m@z, L suppit de montren aUu.'ew est positive.
On wtiiee la. positivité de la. fonction :

La fonction x> ﬁ est positivesur [n;n+1]

n+l 1
donc f " 1+)(3.dx >0.

Etdonc =1, .
La suite (l,) est bien croissante.

3. ¢ Pourtout x>0:
1 +1X 3—-1= L I}_;gxa — TVoublieg pas : pour démontren A < B, € suppit de démontror que b — B est nigatip,
T 1+

Or: x*<0et1+x>0 sur ]0;+w [,

donc -1<0 etdoncﬁgl. —8iona L<B, alosona £ <P .

1
1+x°

¢ Pourtout x>0:
11 _x*-1-%
1+x° x* 7 1+x°
-1

1+x°

Or: -1<0et1+x*>0 sur ]0;+w [,
1 1 _1
1+x° 1+x35 %3

donc - % <0 etdonc

4, * Vous devey avoin epind que T, 0. 6t décompesé et que les bonnes de la. 2 intigrale sont 1 ot n.

Pourtout n>1:

1 n
Ih = Io ﬁ Ldx + _J-l ﬁ.dx , d'apres la relation de Chasles

donc, d'apres la question précédente :

1 n 1
Iy < J-Ol.dx +j1 ?.dx
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1
or: J-Ol.dxz [x]5=1-0=1.

n

Onadonc bien: I, < 1+J‘1 %.dx.
X

. 1
o Llintiguale qui neste est pacile & caleulen can on connoit une primitive do - = .
n

NI

1 -
X H? a pour primitive X —

n
1 _ 11.,n_ 1 1 _1 1 .
donc jl ?.dx = [7——2]1 = 7—2+§ <= car o négatif.

Onendéduit: I, < 1+
5. D'apres la question b), (l,) est croissante.
et d'apreés la question d), (I,) est majorée par %

Donc, d'aprés le théoréme de convergence monotone, (l,) est convergente.

— Un grond classigue...

Exercice 2.

1
1. Pour tout n> 1, la fonction f, est positive sur [0; 1] donc l'intégrale jo fa(x) . dx est I'aire du domaine compris entre la courbe, I'axe des

abscisses et les droites d'équations x =0 et x=1.

Plus n augmente, plus la courbe de f, se rapproche de la fonction constante égalea 1,

donc plus l'aire se rapproche de I'aire du carré de coté 1.

Donc, on peut conjecturer que la suite (I,) converge vers 1.

1
_ 1
2. |1—jom.dx

Or, la fonction x+— 1 est de la forme UU avec u(x) =1+ x strictement positivesur [0;1].

1+x
Donc, elle a pour primitive Inu.
Donc I, = [In(1+x)]é
=In2-Inl1=1In2.

3. On a vu eur le graphique que lo. croissance va. venir des fonctions §, qui sont de plus en plus grandes.

Pourtout n>1:

1 1
1 1
'W'":fom-dx*fom-dx

1
=fﬂ(ﬁffljx“)'d"
T0 gout ctudien e signe de —
1 1 l+x"—1-x"
L+x™ 7 1+x" T (14X (14x")
X" x"
T (1)

_ x"(1-x)

(L+x™) (1+x")
x"=0
1-x20

Or, pourtout x e [0;1]: 1+x™ >0
1+x">0

n n+l

On en déduit que x> m

est positivesur [0; 1]

1
. 1 1

puis que IO (WI — m).dx >0.

Etdonc Il =1y

La suite (I,) est bien croissante.

4. a) Pourtout x e [0; 1] etpourtout n>1:

S B B
1+x" © 7 1+x"
X"
T1+x"

—x"<0 1
—— <
Or, L4x">0 donc =5 < 1.
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b) Pour tout n>1:

1 1
Iy = jo ﬁ Ldx < jo 1.dx d'apres la question précédente

1
or, jol.dx =[x]g=1-0=1

donc I,<1.

Pourtout x e [0; 1] etpourtout n>1:

1 _(A-x")(a+xm-1
1+x" ™ 1+x"
m2
el .9 il Haue@—uowuu(a—b)(a+b)9

1+x"

~(x")?

1+x"

1-x"

{f(x")zso
r
1+x">0
1
1+x"

donc 1-x"<

1
jo (1-x").dx = [X—nTllxm]% —> Primitive timmédiote d'une somme de dews fonctions usuelles.
- _ 1 Ml 0 1 n+l
=1 +11 0 —n+10
_ 1
=14

Vous deveg poser votre stylo ef bien regarder fout ce qu’on vous a pait démentren précédemment...

Qwec s questions 3. et &., vous aves une suite croissante majonde denc convergente... Oui, mais... & fout touwver Lo limite |

. 1 .
Vous aveg démontné dans la. question S. que 1 - 2" < T, ¢'est centainement pour en déduine une comparaison sun les infignales, puisque T, est

N

Uintigale de T .

1+x
dgmm, vous auneg, d'apnis la. question 6., 1 —%,quttmdl vews 1, etd dusite T, .
n+

‘\/e%ﬂm... que manque-t-il 9 Ok, oui... la question 4. |
. [
D'apres laquestion 5.: J ;(1-x").dx < 0m_dx
B . ) 1
donc, d'apres la question 6. : 17—n+1 <y
1

Et donc, d'apres la question 4. : 17n 1 <l 1.

or, nETm(lfnTll -1

On en déduit, d'aprés le théoréeme des gendarmes : nirroo lh=1.

a) k X I
0 2-0 0+ 5 x g = 0200
1 %: 0.2 o,2+1+022x% ~ 0,392
2 204 0392+ 7 X5 = 0564
3 =06 0564 + 5 X £ = 0711
4 =08 0,711 + 1+10’82x% ~ 0,833

Donc, la valeur de | renvoyée par cet algorithme est 0,83, arrondie au centieme.

b) Pour k=0, lavaleur de I est I'aire du 1* rectangle, de largeur p =0,2 et de hauteur 1.

Pour k=1 1+022 X % est l'aire du 2°™ rectangle, de largeur p = 0,2 et de hauteur ,(0,2) .
La valeur de | est la somme de ces deux aires.
Pour k=2, 1,1 est I'aire du 3°™ rectangle, de largeur p=0,2 et de hauteur f,(0,4).

1+042 5
Lavaleur de | est la somme de ces trois aires.

Ainsi de suite jusqu'a k=4 .

On obtient dans | la somme des aires des rectangles majorants la courbe, avec des intervalles
de largeur 0,2.

Plus on prendra une valeur de n grande et une valeur de p petite, plus on se rapprochera de
la limite de (1) .

1
f,(02)
1,(0.4)
£,(0.6)
£,(0.8)

- -

b

0.2 04 0.6 08
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Exercice 3.
Partie A
1. + f estde laforme % avec u: x> 1+e'™ dérivable sur [0;1] et u'(x)= —et,
Donc f est dérivablesur [0;1]et f':L—g.

el—x
Donc f'(X):W.

{e“>0
¢ Or,pour xe[0;1],
p [ 1 (650,

On en déduit que f'(x) >0
et f croissantesur [0;1].

2. Pour xe [0;1]:

1 e
1+ 7 eX(1+elX)
_ e*

_ e
T ef+e

X '
3. La fonction f: x> Xe+ est de la forme UU avec u(x) = e* +e strictement positive sur [0;1].

Donc, elle a pour primitive Inu.

[In(e*+e)]}

In(e*+e)—In(e’+e)
In(2e)-In(1+e)
In2+Ine-In(1l+e)
In2+1-In(1+e)

1
Donc jo f(x) . dx

Partie B
1
1. fo(x)=———==1.
W= T ox e
(4
1,0 2
08
0,6
/ €
0,4
L 7]
/ // <
0.2 —_—
— —-——‘—'-__-—'—"__-—-"‘
— €
-—'—____—-—_’-___-——'—-—_ 5
0
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2

2. Pour tout n € IN, la fonction f;: x ’_)1+—nleg est positivesur [0;1],

1

donc l'intégrale uj, :fo fa(X) . dx vaut I'aire comprise entre la courbe ¢, , I'axe des abscisses et les droites d'équations x =0 et x=1.
1

En particulier, u, vaut jo l.dx = 1.

3. On peut conjecturer que la suite (u,) est décroissante.
On procide comme dans 0 exoncice 2. Question 3.

Pour tout n e IN :

u 7u:J<1 1 dX*‘J‘l—l—l dx
e 0 1+ (n+l)e " O 1+ne*"

dx

S S S
0 1+ (n+1) et 14ne*

T0 paut ctudien le signe M\,,J
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1 1 __1+ne*-1-(n+1)e™”
1+(n+1)e™™  1+ne’™ T (1+(n+1)eM)(1+ner®)
_ nel—xinel—xiel—x
(1+(n+1)ef ) (1+ner™)
7e1—x

(1+(n+1)ef ) (1+ner™)

7e1—x<0
Or, pourtout x e [0;1]: 9 1+ (n+1)e’*>0
1+ne**>0

1

U 1
On en déduit que - <0
M+ et T+ner™
1
. 1 1
uis que j - .dx < 0.
p q 0(l+(n+l)el—x 1+nel—x)

Etdonc U < Up.

La suite (u,) est bien décroissante.

4. (un) est décroissante.
De plus, elle est positive, donc minorée par 0.
Donc, d'aprés le théoréme de convergence monotone, (u,) admet une limite.
Exercice 4.
Partie A
1
1. Pour tout entier n, la fonction f, est positive sur [0; 1] donc l'intégrale u, = jo fa(x) . dx est l'aire du domaine compris entre la courbe ¢,
I'axe des abscisses et les droites d'équations x=0 et x=1.
2. On voit sur le graphique que, plus n augmente, plus la courbe de f, se rapproche de la fonction nulle,
donc on peut conjecturer que la suite (u,) est décroissante et tend vers 0 .
3. On minore u, par l'aire de deux trapézes et d'un triangle : 0.5 z 0.2
On majore u, par l'aire de deux trapézes et d'un triangle : 0.5 ; 0.3
On obtient I'encadrement 0,12 < u, < 0,165 d'amplitude 0,165 —0,12 = 0,045 .
On en déduit I'encadrement 0,12 < u, < 0,17 d'amplitude 0,05.
-01 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
Partie B
X '
1. La fonction f: x> 1 i A est de la forme UU avec u(x) = 1+ e* strictement positivesur [0;1].
Donc, elle a pour primitive Inu.
Donc Ug = [In(1+ex)](1,
=In(l1+e*)—In(1+e°)
=In(l+e)-In2
_ . 1l+e
=1In -
1 X 1
e 1
2. Ldx + J —.d
0T+ ¥ 0 T+ex &
1

J

X 1
0:“_ex.dX— gl.dx =1.
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On en déduit :
l+e _ . _ l+e , o Le . o .
In +u; = 1letdonc: up = 1—-In——=. — Qu'en peut éenine In mais on nefrowvena. cefle denitune en question 6.¢c).
2 2 T+e
e—(n—l)x >0
3. Pour tout n € IN et pourtout x e [0;1]: « donc f, (x) >0
1+e” >0
1
etdonc u, = jo fi(x).dx >0.
4. a) Pourtout x:
6 = e—(n+1—1)x e—(n—l)x
n0) = 1+e” 1+¢e”
_ e—nx_e—nxex _ —nxl—ex
To1+et T 1+e*
e—nx > 0
b) Pourtout xe[0;1], 7€ >e’=1 donc 1-e*< 0
1+e*>0

donc dy(x) < 0.

5. D'apres la question 4., pourtout x € [0;1], faa(X) —fu(X) < 0 etdonc fra(x) < fu(x)

1 1
donc _[0 frea(¥) . dx < jo fa(X) . dx

etdonC Up < Up.

On en déduit que (u,) est décroissante.

De plus, d'aprés la question 3., elle est minorée par 0.

Donc, d'aprés le théoréme de convergence monotone, (u,) est convergente.

6. a) Pourtout neIN:

1 _—(n-1)x 1 _—(n+1-1)x
_ e e
Uy + Upeg = OW'dX+ Ow.dx

1 -
_J‘ e X Xy g X "
0 1+t

X
1 _ x e +1
Je compense avee — . —joe 1+e><-dx

-n
jl
—nXx
o€ .Ox

1
1 - N '
= jo (-n)e ™. dx avec x+> (-n)e ™ delaforme u'e"

Je gorce la prasence do w' () = —n .

1
-n
1

- __n (e—nXI_e—nXO)
1 -n _ 1797n
- (e ' -1)= N

[e™1;

b) D'une part, (un+1) et (up,) ontla méme limite,
donc lim (U, +Upy) = 0+0 =20,

nN—+oo

1-e"

D'autre part, lim (Uy+Ups) = lim
n—+oo n—+oo

lim e" =0donc lim (1-e") =1

nN—-+oo nN—-+oo . . 1—97n
Or: . _ donc, par quotient, lim

lim n =+ Ne—s+o0

n—-+oo

Onendéduit 2/ =0 et donc /=0.

c) Ke1
Ucl-mi ;’ =
Tantque K< N
1-¢X 1-e¢" 1-¢
U« = U — De o nelotion Wy + Uy q = on déduit lo nelation de rnéewvence Ay ;= p
K—K+1
Fin Tant que
Afficher U

— Valewr de
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Exercice 5.

2.

1
Up = f°1+x dx ou x»—>1— delaforme%avec u(x) =1 +x positif sur [0;1]

[In(1+x)]0
=In(l+1)-In(1+0)
In 2

a) Pourtout ne IN:

b)

a)

b)

a)

b)

c)

+ .
Unes Tt = J o T3%" o Tax &
1
X"
0 1+x

X 1
= [hslo
1n+1 0n+1
“n+l n+1
-1
n+1
1
+ =
Urth =531
etdonc uy= 1-uUp = 1-In2.
u«—1In2
Pour i variantde 1an
u<—%—u — De la nelotion Uy, + Uy = ————
m +
Fin de Pour
Afficher u
On peut conjecturer que (u,) est décroissante et tend vers 0.
Pour tout n e IN :
1 n+1 Il n
_ X . _X
Un+1*un—J‘01+X-dX 01+X.dx
1 n+l n
_ X X
_J-0( X Tex)
1 n+t1 _n
—J-OX —X dx
1+x
fl x—1
— n -
=)o X Tox dx
x">0 .
Or,pourtout x e [0;1]: 9 x-1<0 donc x”ﬁgo.
1+x>0 X
jl X—1
7 - n -
On en déduitque ) Tox
Etdonc Up+1 < Uy .
La suite (u,) est bien décroissante.
x">0 n
Pourtout n e Nettout xe [0;1]: donc >0.
1+x>0 1+x

1 0n

On en déduit que j dx < 0.

Etdonc u,>0.
La suite (u,) est donc minorée par 0.

X
0 1+x’

, on déduit (o nelation de rnéewvence Uy ,; =

Comme elle est décroissante, on en déduit, d'aprés le théoréme de convergence monotone, qu'elle est convergente.

D'une part, (Un.1) et (u,) ontla méme limite,

donc lim (Up+Una) = £ +0 =20,
nN—-+oo
D'autre part, d'aprés la question 2.a), lim (Uy+Upy) = lim
n—-+oo n—+oo N+ 1

Onendéduit 2/ =0 et donc /=0.

1

n+ 1

= Uy -
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Exercice 6.
u u(x) =Inx et u'(x) =1
1. Pour tout n>0, f, estde laforme = avec X
v(x) =x" et vi(x) =nx"!
donc f, dérivablesur [1;5] et f,' = ’”V’ o

lxx”—(lnx)xnx”’l

etdonc f,"' (x) =

(x")
_x"’l—(lnx]xnx”’l
- XnXXXXn71
- 1-nlnx

s
Xﬂ

2. Qdmw/é abselument odu.'(i un maximum, o dénivde 8 annule |
Pourtout n>0:

*  “Trowons ¢ abscisse ol est atieint le maximum :
f."(x) =0

1-ninx _
971—

I
o

< 1-nlnx =0
_1
< Inx = =
n
1
& X = en
¢ “Trowons ¢ ondonnde :
1 1
1 In(en) n 1
fn(en) = 1 = — =
=\n e ne
(en)
1
Donc A, a pour coordonnées (en;

).

2l

1
* Montwons que le point de coondonnies (€1 ; n_le) appatient 4. la. courbe . dguation y = % In(x) en testant les coondonnies dans Uéquation. :

1 11
= - =
en(en) E‘>< ne

Sl

Donc A, eT .

3. a. Pourtout n>1 ettout xe[1;5]:

1<x<5
donc In1 < Inx < In5 car In strictement croissante sur [1;5]
| In
donc 0 < X—nx < x_”5 car x">0 sur [1;5]

b. Pourtout n>1:

°1 1,1
5
J‘lﬁ-dxz[l x n—l]l

-n X
_ ot 1 1
1-n Fr 1-n Tr
== (g

1-n 5

5
c. f, estpositivesur [1;5] donc, l'aire vaut ckn=jl I:—,f(.dx.

D'apres la question 3. a., pour tout n>1 ettout xe [1;5], 0 < In_nx < In_nS

X X
° 5Inx
donc : jl 0.dx < &, < jl T.dx.

donc, d'aprés la question 3. b.: 0 < P, < ﬁ( 1 —S%r) .

5>1 donc lim 5"'=+s donc, par inverse et somme, lim (1 —%1-) =1
N—+oo N—+oo 5

Or:
lim — =0
N—-+oo I-n
donc lim ——(1-==7)=0
N—-+oo l-n 5
et donc, par encadrement (su & apris lo thisnime des gendonmes), lim &,=0.

n—-+owo
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Exercice 7.

1. o Premitne ingonmation : le point 0 st sur la courbe
O appartienta ¢;
donc f(0)=0
o (ax0+b)e® =0
< b=0
*  Tous n'avens pas de dewxidme peint pswr touver a .
La seude autre information concerne la. tangente : on a. lo coefpicient dinocteur de cetle tangente qui est égal au nombne dénive.
Te gaut done caleulor lo dinivée. ..
u(x)=ax et u'(x)=a

f estde laforme uv avec { 2 2
v(x)=e " et v'(x)=-2xe

donc f dérivablesur [0;+oo[ et f'=u'v+uv'
etdonc f'(x) = ae ™ +ax(—2xe ™)
=(a-2ax2)e ™
(OA) esttangente a ¢; au point O
donc son coefficient directeur -X:th =1-0 . 2 estégala f'(0) = (a—2ax0?) e’02 =a

—Xo 0,5-0
etdonc a=2.
. _ X 2
2. a  Lindication donnde montre bien les casissances compardes —x awee X =’ .
¢
lim x?=+0
X—+o0
lim LX =0 par croissances comparées

X—+o0 €

2
- S X
donc, par composition, lim —==0.

X—+oo €
De plus, lim 2.
X—+00
donc, par produit, lim f(x) =0.
X—>+00

b. Daprés laquestion 1., f'(x) = (2-2x2x2)e™ = (2-4x2)e ™

Pour tout x, e X >0
donc f'(x) estdusigne de 2 —4x?.

2-4x*=0 & x2=% = x=52E ou x:flzé.

De plus, 2—4x? est du signe de son coefficient dominant —4 négatif & I'extérieur des racines.

X 0 \2 12 +oo
signes + _
de g'(x)
variations N
de g / \ =\Ze2
0 0

2 2
3. a Lafonction f:xi>2xe™ =—(-2x)e™ estdelaforme —u'e" avec u(x)=-x>
2
donc, ses primitives sont de la forme —e" +k:xr>—e* +k,avec ke R.
¢y passepar B(0;-1)
donc g(0)=-1
AOZ
donc —e = +k = -1
< k=0

donc g(x) = —e .

b I, = fo f(t) . dt

o _aXiqm
_[ e2]0 2
=fe—m+e—0
=1-e¢™

lim (-m?=-w
m—+oo

lim eM=0
M——0

.. . _m?2
donc, par composition, lim e ™=0
m—-+oo

donc, par somme, lim I,=1.
m—-+oo



Correction de T*¢ S - INTEGRATION - Fiche 2 page 10

D'apres son tableau de variations, f est continue et positive sur [0 ; +oo [

4.  a ) m
lim J, f@®.dt=1

m—+oo

donc f est une fonction densité de probabilité sur [0 ; +oo [ .

b. Pourtout x e [0+ [:

P(X<X) :jo f(t) . dt

= (901
= g(x)-9(0)
=g +1
c. P(X<a)=05
& gl@)+1=05
o e “+1=05
o e*=05
o In(e™) = In%
< —a’=-In2
o a?=1In2
< a=+2 car az0

d. Pow placer o, on utilise g(a) +1=0,5 et donc g(cx) =-05.

o4
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