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Prénom : INTERROGATION DE MATHEMATIQUES N25- modéle

Classe : 1°7¢ Eléments de correction

Théme : continuité calculatrice autorisée_45min

EXERCICE 1 :

1. a.Parmiles 4 courbes ci-dessous, quelles sont celles qui représentent des fonctions continuesen 1 ?
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Ce sont les courbes (a) et (c).
b. Parmi les 4 courbes ci-dessus, quelles sont celles qui représentent des fonctions dérivables en 1
Les courbes (b) et (d) n’étant pas continues en 1, elles ne sont donc pas dérivables en 1.

La fonction (a) n’est pas dérivable en 1, car elle a des demi-tangentes a gauche et a droite de 1, qui ne sont pas les
mémes.

La fonction (c) est dérivable en 1, les demi-tangentes a gauche et a droite de 1 sont les mémes, autrement dit la
pente de la tangente semble continue en 1.
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2. Soit la fonction f définie sur R par : {f(x) =x"ex-1,x <1
f)=x—-1,x=>1

a. Montrer que la fonction f est continue sur R.

Sur [ =] — oo, 1[, la fonction est continue comme composée et produit de fonctions continues sur .
1
(x & x2,x > —etX o eX)

Sur ] =]1; +oo[, la fonction est continue car il s’agit d’'une fonction affine.

lim x — 1 = 0™ donc par quotient lim— = —ooet lim eX =0
x31 xS51%71 K=o

lirq x% = 1 donc par produit limf(x) =0etf(1) =0

= x—1

Donc lim1 f(x) = f(1) donc la fonction est continue en 1.
xX—

Conclusion : la fonction est donc continue sur R.
b. Lafonction f est-elle dérivableen1?

1 1
1+h)-f(1 1+h)2e1+h—1 1+2h+h%)er 1 1 1 1
Pourh<0,f( @) _ a+h) = ¢ ) ==-eh + 2eh + hen
h h h
. 1 . X . , , ) 1 1
Or llgn 5 = —or th Xe® = 0 par croissance comparée, donc par composée 11£n L en = 0
——00

h—-0 h-0



1 1
lim eX = 0 donc par composée et produit lign 2eh = 0 et par produit lign her =0
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Donc par somme lizn fa+h-r@ _ 0.
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3. Ondonne la représentation graphique d’une fonction

f définie sur 1=[-1;7].

a. Justifier par des arguments graphiques la continuité
de f surl.
Sur |, on peut tracer la courbe sans « lever le stylo »
Ce qui signifie que la fonction est continue sur |.

b. Donner le nombre de solutions de I'équation
f(x) =k, selon les valeurs du réel k.

Pour k €] — 00; —6[U]2; + [, f(x) = k n’a pas de solution.
Pour k € [—6; —2], f(x) = k a 1 unique solution.

Pour k = —2, f(x) = k a 3 solutions.

Pour k €] — 2;= —0,9[, f (x) = k a 5 solutions

Pour k ~ —0,9; f (x) = k a 4 solutions.

Pour k €] — 0,9;0[, f (x) = k a 3 solutions.

Pour k = 0, f(x) = k a 2 solutions.

Pour k €]0; 2], f (x) = k a 1 solution.

EXERCICE 2 :

h—0

cela signifie que la fonction n’est pas dérivable en 1.
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Soit (un) la suite définie par :uy = —0,5 et pour tout entier naturel n :u, 1 = /3u, +4

1. On atracé lareprésentation graphique de
la fonction f: x + v/3x + 4 ci-aprés.
Construire graphiquement les 4 premiers
termes de la suite sur I'axe des abscisses
du graphique.

On laissera les traits de construction.
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a. Montrer par récurrence que la suite (u,,) est croissante, minorée par -1 et majorée par 5.

Soit P(n):{—1 < u, < upyq <5}

Initialisation : u; = /3 X (—0,5) + 4 = \/ﬁon remarque que 'onabien =1 <uy <u; <5

P(0) est donc vraie.

Hérédité : On suppose qu’il existe k € N, tel que P (k) vraie, c’est-a-dire —1 < uj, < uiy1 < 5 et montrons que
P(k + 1) est encore vraie, c’est-d-dire =1 < Uy < Upy2 <5

Méthode 1 Méthode 2
On suppose que : f est croissante sur [—1; 5 ] comme composée de
—1<ur <up <5 fonctions croissantes sur [—1;5 ] et sur R, :
—3<3up <3ug4 <1 X 3 x — 3x + 4 est une fonction affine croissante sur R
1<3up+4<3up; +4<19 © +4 doncsur [-1;5], aimage dans [1;V19].
—1<1< By +4< By +4<V19 < 5> on | Or la fonction X + VX est croissante sur R., donc sur
applique [1;V19].
La fonction racine carrée qui est une fonction On suppose que :
;reo;s::te sur R, donc les inégalités ne changent pas 1 <u SUgy <5 |
f(=1) < fw) < fe) S f(5) © f croissante
-1< Uppr S Ugyp < 5 sur[-1;5]

On a donc montré que P(k + 1) vraie. 11 S Uy SUpyy < Vig <5

On a donc montré que P(k + 1) vraie.

Conclusion : en vertu du principe de récurrence, on a montré que P(n) est vraie pour tout n € N, soit (u,)
croissante et majorée par 5.

b. Montrer que la suite (un) est convergente et déterminer par le calcul sa limite.

e (uy) est une suite croissante et majorée par 5, donc elle converge vers un réel L.

e VneNuy = f(u,)

e Lafonction f est continue sur [—%; +0o[ comme composée de fonctions continues (les mémes que celles

mentionnées dans la méthode 2, ci-dessus)

Donc d’apres le théoréme du point fixe, [ est alors solution de I'équation f (x) = x.
f)=xeoV3x+4=xo3x+4=x%avecx € [—g; +oo[N R, = R, (les deux membres de |’équation doivent
étre positifs)

3x+4=x>©x>-3x—4=0

A=(-3)>—4x1x(—4) =25>0, letrindbme a donc deux racines réelles distinctes.

3-5 3+5
xy=—=—-letx, =—=4
2 2

Compte-tenu des conditions des solutions de cette équation, seule la réponse 4 est possible, d’ou [ = 4.



EXERCICE 3 :

Le but de cet exercice est de trouver la ou les solutions sur [0;+2| de I’équation e'=x+2.

1. Soit g:x=2e'—x-2

: : ; X 2
a) On factorise par e* : e'—x-2=e'(1-—==) or:
e e
> g | 5 @ h s 2 2 . e 2
*  —=— etd’aprés le théoréme des croissances comparées, lim o donc par quotient
e A4
X
a0
lim —=0.
xF4w e.
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* parquotient, lim =—=0 , puis parsomme: lim 1-—-—=1
X ¥ex ex A*r 0 e'l ex
* enfin, lim e*=+% donc par produit, lim g(x)=+=
A4 xd4w

b) On dérive la fonctiong: g'(x)=e"—1 et e'-1>0=¢">1=x>0. Onadonc:
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Variations de g o _—
I

¢) La fonction g est une fonction continue sur [0;+c| car somme d’une fonction exponentielle et
d’une fonction polynomiale. De plus, on vient de montrer que cette fonction était strictement croissante
sur [0;+x| etque g(0)<0<lim g(x).

N+

D’aprés le théoreme de la bijection, on sait que I'équation g(x)=0 admet une unique solution «
sur I’intervalle [0;+x].

d) Grace a la calculatrice, on trouve que 1,14<a<1,15 car f(1,14)<0 et f(1,15)>0.

2. Répondre a la phrase d’introduction de cet exercice. e'=x+2ee"'—x—2=0<g(x)=0
D’apres la question 1, cette équation a une unique solution @ sur [0;+x|.



