«» Eléments de correction de I'interrogation n°8 e

Exercice 1

1. a. Parmiles 4 courbes ci-dessous, quelles sont celles représentant des fonctions continues en 2?
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Solution : Les courbes 1, 2 et 3 représentent des fonctions continues en 2.

b. Parmi les 4 courbes ci-dessus, quelles sont celles représentant des fonctions dérivables en 2?2

Solution : Seule la courbe n°1 est dérivable en 1 car la pente de la tangente semble continue en 2.

Pour les courbes 2 et 3, la limite a gauche et la limite a droite de la dérivée ne sont pas les mémes,
la fonction ne sera donc pas dérivable en 2.

2xe™z +5 pour x <2

2. Soit la foncti défini R : =
oit la fonction f définie sur R par: f(x) { s pour x > 2

a. Montrer que la fonction f est continue sur R.

Solution :
e Sur I =] — o0, 2[, la fonction est continue comme composée et produit des fonctions

continues sur 1.

x—2x,x—e‘etx—

e Sur J =[2; +o0|, la fonction est continue car c’est une fonction constante.

e Etudions la fonctionen2: f(2) =5, lirgl f(x)=5.
x—2+

) . 1 . .1 .
Et : par quotient, lim —— = —oo, donc par composition : lim e¥2 = lim e* =0,
x—2"xXx—2 xX—2 X——00
1 1
puis par produit, 111121 2xex2z =4 x0, et enfin par somme : 111121 2xex2+5=0+5=5.
X—2~ X—2~

Onadonc: lirgl flx) = lirgl f(x) = f(2): f est continue en 2.
x—27* x—2"

Finalement, la fonction f est continue sur R.

b. La fonction f est-elle dérivable en 2?2

Solution : Calculons les limites a droite et a gauche du taux d’accroissement en 2 :

x)—f(2 5-5
lim M: lim ——=1mO0=0
x—2% x—2 x—2t X—2 x—2*
1 1
x)—f(2 2xex2+5-5 2xex-—2
lim M =lim ——— = lim = lim 2x x
x—2" x—2 x—2" x—2 x—2- x—2 x—2- x=2

EE
x ex-2,

. 1 . 1 . .
Or, im —— = —o0,donc: lim xe¥2 = lim XxeX=0, par croissance comparée.
x—2"x—2 x—2"x—2 X——00

Puis par produit : lim 2x x
X—27 x—2
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—f(2 -2
Finalement : lim M = lim M, donc la fonction est dérivable en 2.
x—2+% x—2 X—2" x—2

ou

Solution : Calculons les limites a droite et a gauche du taux d’accroissement en 2 :

2 - f(2 -
h—0* h h—0+ h h—0*
1 1
lim L@EP-S@ 2@+ mer+5-5 . 2@Hmer oy x t xeh
h—0- h h—0- h h—0- h h—0- h

1 o1 1 . . )
Or, lim — = —oo,donc: lim —x er = lim X x eX =0, par croissance comparée.
h—0~ h—0- h X—-c0

. L 1 1
Puis par produit : hhn0172(2+ h) x 7 xeh=4x0=0

Finalement: lim ferm-j@ = lim fe+m-r@

, donc la fonction est dérivable en 2.
h—0* h h—0-

3. On donne la représentation graphique d’'une fonction f définie sur
I=[-5;2,5].

a. Justifier par des arguments graphiques la continuité de f sur I.

Solution : Sur I, on peut tracer la courbe sans « lever le stylo
», ce qui signifie que la fonction est continue sur I.

b. Donner le nombre de solutions de 1'équation f(x) = k selon les
valeurs du réel k.

Solution :
e sik<—-4o0uk>72, f(x)=kn'apas de solution.
* sid<k<7,20uk=-4, f(x) =k aune solution.

* si—-4< k<0, f(x) = kadeuxsolutions.

e sik=0o0u k=4, f(x) =k atrois solutions.

e si0< k<4, f(x) = k aquatre solutions.
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Exercice 2

2u? +1

u,+1
On admet que cette suite est convergente, majorée par 1, et minorée par —0, 2.

Soit (1) la suite définie par : ©y = 1,7 et pour tout entier naturel n: u,4; =

. . . . . : 2x* +1
1. Ci-dessous, on a tracé la représentation graphique de la fonction f: x —

Construire graphiquement les 4 premiers termes de la suite sur I’axe des abscisses du graphique.
On laissera les traits de construction.
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Solution: 0.2~

2. Déterminer par le calcul la limite de la suite (uy,).

Solution : On sait que :
* (up) est une suite convergente vers unréel £ < 1,7
e VneN: uy = f(un)
* la fonction f est une fonction continue sur ] — 1 ; +ool, car somme d’'un quotient de deux
fonctions polynomiales ne s’annulant pas sur | — 1 ; +oo[ et d'une fonction constante.
D’apres le théoréme du point fixe, ¢ est alors solution de I'équation f(x) = x:

2x% +1
fX)=x=
x+1

f(x) = xe=2x* - x=x*+ xe=x>-2x=0=x(x—2) =0==x=00u x =2

—1:x@2x2+1—(x+1):x(x+1),carx;é—1

Or, ¢ <1,7,donc ¢ = 0: la suite () converge vers 0.
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Exercice 3

Le but de cet exercice est de trouver la ou les solutions sur R de I'équation x3 +3x -5 = 0.
Soit g:x — x3+3x—5.

1. Justifier que xl_lgl@ g(x) =+ooetque xlﬁlr_noo g(x) =—o0

Solution: lim x®= lim 3x = +oo, donc par somme, lim g(x) = +oco.
X—+00 X—+00 X—+00

Deméme: lim x°= lim 3x= —o0, donc par somme, lim g(x)=-oco.
X——00 X——00 X——00

2. Dresser le tableau de variations de g sur R.

Solution : On calcule la dérivée de g :
VxeR:g'(x) =3x>+3=3(x%*+1)>0,car VxeR, x* >0, donc x* +1 > 1.
On peut donc dresser le tableau de variation suivant :

X —00 +00
signe de
g , +
g'(x)
variations +oo
g —00

3. Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution «a sur R.

Solution :

La fonction g est une fonction continue sur R (car c’est une fonction polynomiale), et strictement
croissante sur R d’apres la question précédente.

De plus, xgrpwg(x) <0< JCl_1>r£1005,'(x).

D’apres le théoréme de la bijection, I'équation g(x) = 0 admet une unique solution a sur R.

4. Donner une valeur approchée au centieme de a.

Solution : D’apres la tableur de la calculatrice, g(1,154) <0 et g(1,155) > 0. On eut donc dire que
a~1,15.

Page 7



