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INTERROGATION DE MATHEMATIQUES N29

Classe : Term. ..... entrainement _ corrigé

Théme : Primitives, équations différentielles calculatrice autoriseé

Exercice 1

Dans chacun des cas suivants, déterminer la primitive F de la fonction f qui vérifie la condition donnée.
On précisera I, le domaine de définition de la fonction F.

1
1. f(x)=1-——/;conditions initiales : F(2) = —v/2
2/x

: 1) ; 1
Solution : La fonction x — 1 admet pour primitive x — x sur R, et la fonction x — F admet
X

pour primitive x — /X sur |0; +ool.

Donc les primitives de la fonction f sur I = ]0; +oo| sont les fonctions Fy.: x — x—/x+k, ol k est
un réel.

On détermine k tel que F(2) = —V2e=22 -2+ k= —2e=k=-2.
Ainsi, la primitive de f sur I qui vérifie F(2) = —y/2 est la fonction F: x— x - /x - 2.

1 1
2. f(x)= = x conditions initiales : F(1) =0

. 1 —— ' 1
Solution : La fonction x — — admet pour primitive x — In(x) sur R**, et la fonction x — - —;
X x?

admet pour primitive x — — sur R".
x

1
Donc les primitives de la fonction f sur I = 0; +oco| sont les fonctions Fj : x — In(x) + = +k,ou k
est un réel.
|
On détermine k tel que F(1) = 0<=In(1) + z +k=0c=1+k=0=k=-1.

1
Ainsi, la primitive de f sur I qui vérifie F(1) = 0 est la fonction F: x — In(x) + Fim 1.

2+ x

I

5
conditions initiales : F(1) = 3 In(2)

3

257 EX
Solution : La fonction f définie par f(x) = ——— est définie et continue sur R en tant que quo-

xd+x
tient de x — 2x° + x et de x— x + x?, le dénominateur ne s'annulant pas sur .

Soit u(x) = x*+x? définie, dérivable et strictement positive sur B*. Pour tout x € &, 1//(x) = 4x*+2x.
r

1 1
Donc f = 5% admet pour primitive > In(u).
1 .
Les primitives de f sur I =R" sont donc les fonctions F: x — -z-ln(x“ +x°) + k, ol1 k est un réel.
1 1
On détermine k tel que F(1) = g ln(2)¢=t§ In(1"+1%) + k= gln(2)= 5 In(2) + k= g In2)e=k=
5 1
> In(2) - 2 In(2)k = 2In(2).

1
Ainsi, F est définie sur [ par F(x) = zln(x4 +x%) +2In(2).




2X
4 f)=r

@13 ; conditions initiales : F(0) = T

2X

(e2x +1)°

quotient de la composée de x — 2x par la fonction exponentielle, par la composée de la fonction
x — e%* + 1 par la fonction cube, dont le dénominateur ne s'annule pas sur .

Solution : La fonction f définie par f(x) = est définie et continue sur R en tant que

'

; . 1
Soit u(x) = e**+1 définie, dérivable et non nulle sur R. Pour tout x € R, u'(x) = 2e**. Donc f = 58

1
admet pour primitive “IE

u?
1
Les primitives de f sur I = R sont donc les fonctions F: x — ——————— +k, ol k estunréel. On
4(e?*+1)
1 1 1 1 1
détermine ktelque F(0) = - —e= - ———— +k=-—e=> - —+k=-—<=k=0.
16 4(ed+1) 16 16 16
1
Ainsi, F est définie sur I par F(x) = -———.
4(e?*+1)
4 . H 1 . . _16
5. Sur l'intervalle |3; +oo| on considere la fonction : g: x R
. " 5 o @
a. Déterminer les réels a et b tels que : g(x) = — + —.

b. En déduire une primitive de g sur |3; +oo] .

Solution :
a. glx) = “(::_53)*(3&"5‘)3) = (“(‘;”_ );)‘::Z;: 2 par identification on a donc
a+b=0 a=-b a=-b a=2
{Sa—3b= 16“{-5b—3b=16“[b=—2“[b=—2
Onadonc g(x) = :73— ﬁ
b. g(x)=2x ﬁ -2 X ﬁ on reconnait pour chaque terme ':‘—8)3 dont une primitive est
In (u(x)).
D0l G(x) = 2In(x — 3) — 2In(x +5) = 21 (x'3)
ou — n =2In({ 7=
Exercice 2

Dans chacun des cas suivants, déterminer la solution de I'équation différentielle qui vérifie la condition
initiale donnée.

1. 2y’ +3y=0; condition initiale : y(2) =1

Solution: 2y’ + 3y = 0=y’ = -3y, c'est une équation différentielle du type y' = ay avec a = - 3.
Les solutions sont donc les fonctions définies sur R par x — K e %, ol K est un réel.

On détermine K tel que y(2) = 1e=>Ke % = | e=Ke >
Ainsi, la solution cherchée est définie sur R par y(x) = e’ x e"if =g

= lc:K:eB,
3-3x




2. \3y' +y = 1; condition initiale : y(v3) = 2v3
Solution :
, , 1 1 ., ., , . ees . , V3 V3
=—y+ley = —5Y + —, il s’agit d’une équation différentielle du type y’' = ay + baveca = —— eth = —
3 V3 3 3
I B,
Les solutions sont de la forme x = Ke 3~ — %/5 soitx —» Ke 3" + 1lavecK €R.

3

On détermine K telque y(V3) =2V3 @ Ke ' +1=2V3 o K = 2‘511 =(2v3-1)e

V3, V3,
Ainsi, la solution cherchée est définie sur rpar y(x) = (2V3—1)exe 3 +1=(2V3—1)e 3" +1

Exercice 3

Soit I'équation (E) : y' — 3y = 3x% + x + 2.

1. Vérifier que la fonction g: x » —x? — x — 1 est une solution particuliére de (E).

Solution :
g'(x)=—2x—1doncg'(x) —3g(x)=—-2x—1-3(—x*—-x—-1)=-2x—1+3x*+3x+ 3
g'(x)—3g(x) =3x2+x+2

On a donc bien g une solution particuliére de (E).

d

Montrer que f est solution de (E) équivalent a f — g solution de (E') : ¥' — 3y = 0.

Solution :
f solution de (E)& f'(x) —3f(x) =3x%2 +x + 2
& f'(x)=3fx)=g'(x)-3gx) & f'(x) —g'(x) - 3(f(x) —g(x)) =0

e (f—g)(x)-3(f — g)x) =0 & f — g solution de (E’).

3. En déduire les solutions de (E’) puis de (E).

Solution :
Solution de (E’) :

Onay' = 3y, c'est une équation différentielle du type y' = ay aveca = 3; les solutions de cette
équation sont de la forme y(x) = Ke3* avec K € R.

Donc YE R: f(x) — g(x) = Ke** soit f(x) = Ke** + g(x) = Ke* —x*—x—1

Les solutions de (E) sont finalement les fonctions f: x +— Ke3* — x2—x—-1,K€R.




Exercice bonus

1. Montrer que l'équation différentielle y' =

P+ +x+1

admet sur I = |1;+oc| une solution de la

vx-—1
forme x — (ax® + bx* + cx+d)vx -1 ol a, b, ¢ et d sont des réels que 'on déterminera.
Solution : Soit f la fonction définie sur I par f(x) = (ax® + bx* + cx+d) vx 1. Alors f est déri-
vable sur I comme produit et composée de fonctions de références, eton a, pour tout x € I, f'(x) =
= 3 1 _ 7ax’*+(5b-6a)x> +(3c~aAb)x+d-2¢ . - s ez, <
(Bax? +2bx+ )Vx=1+(ax’ +bx® + cx+d) x s7= = W -Ainsi f estso
7a=2
5b—-6a=2
lution de (E) si, et seulement si, f'(x) = i—iﬁ-{-ﬂ )= 3’5—12—‘5113{1-2- .D'olr
! ver of eV 3c-4b=2
d-2c=2
a=2%
b=2 : JE=1
o gg . Donc la fonction f définie sur I par f(x) = (3x°+ 22x% + 32 x + 1) 1 est solu-
35
186
d= 33
tion de I'équation (E).

2. En déduire I'ensemble des solutions de cette équation sur L.

Solution : Les solutions de (E) sont les fonctions définies sur I par x — f(x) + k, ot k est un réel.




