«» Eléments de correction de 'interrogation n°13 e

Exercice 1 11,5 points

1. Dans chacun des cas suivants, déterminer la primitive F de la fonction f qui vérifie la condition don-
née. On précisera I, le domaine de définition de la fonction F.

5
a. f(x)=4x>+—=-1,avec F(1)=3

VX

Solution:On a:
3
. ) N x
¢ lafonction x — 4x* admet pour primitive x — KN sur R

5
e lafonction x — 7 admet pour primitive x — 10+/x sur ]0; +ool.
X

e la fonction x — —1 admet pour primitive x — —x sur R
4x3
Donc les primitives de la fonction f sur I = [0; +co[ sont les fonctions Fy : x — = +10v/x—x+k,

ou k est un réel.

4 31 31 22
On détermine k tel que Fi(1) = 3(:»5 +10-1+ k@? +k=3<k=3- E@k= 3

4x3 22
Ainsi, la primitive de f sur I qui vérifie F(1) = 3 estla fonction F: x — =3 +10y/x—x— R

1 3 1
. =——-—, F [
b. f(x) s avec F(e) 52

Solution:On a:

1 1
¢ lafonction x — — admet pour primitive x — —— sur R*
X 2x

3
* la fonction x — —— admet pour primitive x — —3In(x) sur ]0; +ool.
X

1
Donc les primitives de la fonction f sur I =]0;+oo[ sont les fonctions Fj : x — 52 3In(x) + k,
X

ol k est un réel.

1 1 1
On détermine k tel que Fr.(e) = ———<—= - — -3ln(e)+k=——<=-3x1+k=0<k=3.
d k(e 2e2 2¢2 @ 2e2 8

1
Ainsi, la primitive de f sur I qui vérifie F(1) = 0 est la fonction F: x — 5 3In(x) + 3.
X

30x2+2

—m,&VGCF(l):O

Solution : Soit la fonction polynomiale u : x — 5x% + x définie et dérivable sur R.
! 2u/ o 2
Pour tout x e R, u'(x) =15x+ 1, donc f = — admet pour primitive ——.
u u
Or: u(x)=0=5x3+x=0=x5x2+1)=0<x=0,car5x>+1 > 0.

Les primitives de f sur I = R* sont donc les fonctions Fj : x — — + k, ou k est un réel. On

) ) 5x3 +1x
détermine ktelque F(1) = 0= - ——+k=0=—--+k=0k=—.
5+1 3 3
2 1
Ainsi, F est définie sur I par F(x) = ——5——+ —.
5¢3+x 3
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3x

2e
d. f(JC) = m , daveC F(5) =2

Solution :

La fonction u : x — 2e3*71% — 1 est définie, dérivable sur R, car constituée d'une fonction expo-

nentielle composée avec une fonction polynomiale.
15,/ el5
Pour tout x € R, /(x) = 6e3*71%, donc f = = admet pour primitive = In(w).
u

1 1
Or: u(x) <0231 -1 <0e==e3" 1 K 5 ==3x-15< In (5)’ par croissance de la fonction

In sur R™*.

In(2)
u(x) <0e=3x<15-InQR)e=x<5- —

In(2 el®
Les primitives de f sur I =]5— % ; +oo[ sont donc les fonctions F: x — e In(2e3*~15 1) + k,

ou k est un réel.
15 15

On détermine k tel que F(5) = 24:% InRe¥> B _1+k= 2:)%111(2 - +k=2.

el5
@?ln(1)+ k=2k=2

15
e
Ainsi, F est définie sur I par F(x) = ry Ine¥* 15 -1)+2.

1
2. Sur l’intervalle]g ; 4[, on considere la fonction f suivante :

=i ha—a
. a b
a. Déterminerlesréelsaet btelsque: f(x) = ——+ ——.
2x—1 4-—x
. a b a(d—x) b2x-1) 4a—ax+2bx—-b (@Qa-b)+(2b-a)x
Solution: + = + = =
2x—-1 4-x (2x-1)4d-x) (2x-1)4-x) 2x-1)4—-x) 2x-1)4-x)
Donc, par identification :
4da-b =7 a =2b b=1
(4a—b)+(2b—a)x_7<=>{ oh—a = 0 <=>{ 8h—b = 7 <=>{ 4= 2
2 1
Donc: f(x) = = +
2x-1)4d-x) 2x—-1 4-x

1
b. En déduire une primitive de f sur]z ;4.

1
Solution : Sur | 3 ;4]

1
* lafonction x — I admet pour primitive x — In(2x—1) (car2x—1>0sur] 3 ; 4

1
¢ la fonction x — 1 admet pour primitive x — —In(4 — x) (car4 — x>0 sur] 2 5 4))

1
Donc, une primitive de f sur ] 3 ;4[est: F:x—In(x—-1)—-In(4 - x).
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Exercice 2 4 points

Dans chacun des cas suivants, déterminer la solution de I’équation différentielle qui vérifie la condition
initiale donnée.

1. 5y’ —2y =0; condition initiale : y(5) = 2

2 2
Solution : 5y -2y = 0y = L c’est une équation différentielle du type y’ = ay avec a = 5

. . P 2y .
Les solutions sont donc les fonctions définies sur R par x — Kes*, ou1 K est un réel.

On détermine K tel que y(5) = 2<=>Ke§ X — 2= Ke? = 2K =2e2.
2

i o2 2,
Ainsi, la solution cherchée est définie sur R par y(x) = 2e 2e5* = 2e5° 72,

2. y'+ y=2; condition initiale : y(0) =5

Solution: y'+y =2<=y' = —y+2, c’est une équation différentielle du type y' = ay+bavec a = —1
et b = 2. Les solutions sont donc les fonctions définies sur R par x — Ke™* + 2, o1 K est un réel.
On détermine K tel que y(0) = 5<=Ke’ +2=5<=K =3.

Ainsi, la solution cherchée est définie sur R par y(x) =3e™* +2.

Exercice 3 4,5 points
Soit 'équation (E): y'+ y=e™*

1. Vérifier que la fonction g : x — xe™* est une solution particuliere de (E).

Solution: VxeR: g'(x)=1xe *+xx(—e ¥)=e *—xe™™.

X X

Donc: g'(x)+g(x) = e *—xe ¥+ xe = e™¥, donc g est bien une solution de (E).

2. Montrer que f est solution de (E) équivaut a f — g est solution de (E') : y' + y = 0.

Solution :

f estsolutionde (E)<=f'+f=e"*
=-9'+(f-9=f-8+f-g=(f"+N-g+g=e"-e7"=0
< f—gestsolutionde (E'): y'+y=0.

3. En déduire les solutions de (E’) puis celles de (E).

Solution: y' + y = 0=y’ = —y : c’est une équation différentielle du type y’ = ay avec a = —1.

* ou K est un réel.

Les solutions de (E’) sont donc les fonctions définies sur R par x — Ke~
Donc:VxeR, f(x)—gx)=Ke *<=f(x)=Ke " +gx)=f(x)=Ke *+xe™*

Les solutions de (E) sont finalement les fonctions f: x — Ke™* + xe™, KeR.
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Exercice bonus

Apres avoir déterminé une fonction f de la forme: f(x) = (ax®+ bx)e ¥, avec a € R et b € R, solution par-
ticuliere de I'équation différentielle (E) : y' +2y = (2x + 1) e"2*, déterminer la solution F de (E) qui s’annule
enl.

Solution : La fonction f estle produit d’'une fonction polynomiale et d'une fonction exponentielle com-
posée avec une fonction polynomiale. Elle est donc parfaitement définie et dérivable sur R :
VxeR: f'(x) = 2ax+b)e >* + (ax?* + bx) x (—2e™%¥) = (2ax+ b—2ax* — 2bx) e >*
=(-2ax*+2(a-b)x+Db) e >*
Onadonc: f'(x) +2f(x) = (-2ax* +2(a— b)x + b) e >* + 2(ax* + bx) e™**
=(a-2a)x*+ (2a-2b+2b)x+b) e >*
=(2ax+b) e 2*
Si on veut que f soit solution particuliere de I'équation différentielle (E) : y' +2y = 2x +1)e™2%, on
trouve a et b par identification :
2a =2

-1
b :1‘:’{10:1

Q
|

2x+1)e 2 =2ax+ b= {
Donc: f:x— (2x+1) e ¥
y solution de (E) équivaut a y — f solution de (E'): y’ + 2y = 0 (cf. démonstration ex.3)

¥ +2y =0y =-2y: c’est une équation différentielle du type y' = ay avec a = -2.
Les solutions de (E’) sont donc les fonctions définies sur R par x — Ke 2 ouKeR.

VXeR: y(x) - f(x)=Ke ¥ e=ypyx)=Ke ¥ + f(x)=yx) =Ke >  + (x* + x)e **
On veut la solution F de (E) qui s’annule en 1 soit :
F(1) = 0—=Ke2+2e2= 0= (K+2) e 2=0<K+2=0car e 2 # 0 soit K = -2.

Onadonc F(x) = —-2e 2+ (x2+x)e 2 = (x2+x—-2)e ¥
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