«» Sujet d’entrainement au devoir surveillé n°6 oo

EXERCICE 1

La population d'une espeéce en voie de disparition est surveillée de prés dans une réserve naturelle.

Les conditions climatiques ainsi que le braconnage font que cette population diminue de 10 % chaque an-
née.

Afin de compenser ces pertes, on réintroduit dans la réserve 100 individus a la fin de chaque année.

On souhaite étudier I’évolution de 'effectif de cette population au cours du temps. Pour cela, on modélise
I'effectif de la population de I'espéce par la suite (u,) ou u, représente I'effectif de la population au début
de I'année 2020 + n.

On admet que pour tout entier naturel n, u, > 0.

Au début de I'année 2020, la population étudiée compte 2 000 individus, ainsi 1y = 2000.

1. Justifier que la suite (u;,) vérifie la relation de récurrence :

Up+1=0,9u, +100.

Calculer u; puis uy.
Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n: 1000 < u,41 < Up.

La suite (u,) est-elle convergente? Justifier la réponse.

g ok WD

On considere la suite (v,) définie pour tout entier naturel n par v, = u, —1000.
a. Montrer que la suite (v,) est géométrique de raison 0, 9.
b. En déduire que, pour tout entier naturel n, u, =1000(1+0,9").

c. Déterminer la limite de la suite (uy,).
En donner une interprétation dans le contexte de cet exercice.

6. On souhaite déterminer le nombre d’années nécessaires pour que |'effectif de la population passe en
dessous d’un certain seuil S (avec S > 1000).

a. Déterminer le plus petit entier n tel que u, < 1020.
Justifier la réponse par un calcul.

def population(S)
n=0
u=2000

b. Dans le programme Python ci-contre, la variable n
désigne le nombre d’années écoulées depuis 2020, la
variable u désigne I'effectif de la population.

tourne le nombre d’années nécessaires pour que l'ef-
fectif de la population passe en dessous du seuil S.

1
2
3
4
Recopier et compléter ce programme afin qu'il re- 5 while ......:
6
7
8

return ...




EXERCICE 2

Dans I'espace rapporté a un repére orthonormé (O, 1, ],k ), on considere :

1
¢ ladroite @ passant par le point A(2; 4; 0) et dont un vecteur directeurest u |2 |;
0
x = 3
e ladroite 2’ dont une représentation paramétriqueest:{ y = 3+t ,feR.
z = 3+t

1. a. Donner les coordonnées d’un vecteur directeur #’ de la droite &'.
b. Montrer que les droites Z et 2’ ne sont pas paralleles.

c. Déterminer une représentation paramétrique de la droite 2.

On admet dans la suite de cet exercice qu'il existe une unique droite A perpendiculaire aux droites 2 et 2'.
Cette droite A coupe chacune des droites 2 et 2'. On appellera M le point d’intersection de A et 2, et M’ le
point d’'intersection de A et 2’

On se propose de déterminer la distance MM’ appelée « distance entre les droites 2 et 2 ».

2
2. Montrer que le vecteur v | —1 | est un vecteur directeur de la droite A.
1

3. Onnote £ le plan contenant les droites 2 et A, c’est-a-dire le plan passant par le point A et de vecteurs
directeurs u et v .

2
a. Montrer que le vecteur 7 [ -1/ est un vecteur normal au plan £2.
-5
b. En déduire qu'une équation du plan 22 est:2x—y -5z =0.
c. On rappelle que M’ est le point d’intersection des droites A et 2'.
Justifier que M’ est également le point d’intersection de 2’ et du plan 2.
En déduire que les coordonnées du point M’ sont (3; 1; 1).

4. a. Déterminer une représentation paramétrique de la droite A.
b. Justifier que le point M a pour coordonnées (1; 2; 0).

c. Calculer la distance MM'.

x = b5t
5. On considere la droite d de représentation paramétrique{ y = 2+5¢ avecteR.
z = 1+t

a. Montrer que la droite d est parallele au plan 22.

b. On note ¢ la distance d'un point N de la droite d au plan & .
Exprimer le volume du tétraedre ANMM’ en fonction de ¢.
On rappelle que le volume d'un tétraedre est donné par: V = % x B x h ol B désigne l'aire d’'une
base et & la hauteur relative a cette base.

c. Justifier que, si N; et N, sont deux points quelconques de la droite d, les tétraedres AN; MM’ et
AN>MM’ ont le méme volume.

Page 2



EXERCICE 3

Les résultats seront arrondis si besoin . 10~* pres

Une étude statistique réalisée dans une entreprise fournit les informations suivantes :

48 % des salariés sont des femmes. Parmi elles, 16,5 % exercent une profession de cadre;

52 % des salariés sont des hommes. Parmi eux, 21,5 % exercent une profession de cadre.

On choisit une personne au hasard parmi les salariés. On considére les événements suivants :

F : «la personne choisie est une femme »;

C : «la personne choisie exerce une profession de cadre ».

Représenter la situation par un arbre pondéré.
Calculer la probabilité que la personne choisie soit une femme qui exerce une profession de cadre.

a. Démontrer que la probabilité que la personne choisie exerce une profession de cadre est égale a
0,191.

b. Les évenements F et C sont-ils indépendants? Justifier.

Calculer la probabilité de F sachant C, notée P¢(F). Interpréter le résultat dans le contexte de I'exer-
cice.

On choisit au hasard un échantillon de 15 salariés. Le grand nombre de salariés dans l'entreprise
permet d’assimiler ce choix a un tirage avec remise.

On note X la variable aléatoire donnant le nombre de cadres au sein de I’échantillon de 15 salariés.
On rappelle que la probabilité qu’'un salarié choisi au hasard soit un cadre est égale a 0,191.

a. Justifier que X suit une loi binomiale dont on précisera les parameétres.
b. Calculer la probabilité que I’échantillon contienne au plus 1 cadre.
c. Déterminer |'espérance de la variable aléatoire X.

Soit n un entier naturel.
On considere dans cette question un échantillon de 7 salariés.

Quelle doit étre la valeur minimale de n pour que la probabilité qu’il y ait au moins un cadre au sein
de I’échantillon soit supérieure ou égale a 0,997
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EXERCICE 4
Partie A
On considere la fonction F définie sur R par :
2e*

F(x)= .
e er+1

On donne ci-dessous la courbe représentative € de la fonction F dans un repere orthonormé.

4

1. Calculer la limite de la fonction F en —oo et interpréter graphiquement le résultat.

2. Montrer que la droite d’équation y = 2 est asymptote horizontale a la courbe 6.

2e* .
Tl)z quivaut 1 en 0.
e

(

3. Montrer que F estla primitive de f: x —

4. Etudier la convexité la fonction F sur R.

14

5. Montrer que la courbe €6 passe par le point I(0; 1) et que sa tangente en ce point a pour coefficient

directeur 0, 5.

Partie B

Une entreprise souhaite fabriquer de fagon automatisé des fltites (verres a
pied) de forme allongée de contenance 12,5 cL. Chaque fliite est composée
de deux parties comme sur 'illustration ci-contre : un pied, en verre plein,
et un contenant de 12,5 cL.

ATaide de la fonction f définie dans la partie A, le fabricant modélise le
profil du contenant de la flite de la maniere décrite ci-dessous.

Soit A un point de € d’abscisse a strictement positive. La rotation autour
de I'axe des abscisses appliquée a la partie de € limitée par les pointsI et A
engendre une surface modélisant le contenant de la fllite en prenant pour
unité 1 cm.

Ainsi x et f(x) représente des longueurs en centimetres et I'objectif de cette
partie est de déterminer la valeur de a pour que le volume du contenant soit
égala 12,5 cL.
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Une unité représente 1 cm.
La valeur de a utilisée sur le graphique ci-dessus ne correspond pas a la valeur cherchée.

1. Vérifier, pour tout nombre réel x > 0, I'égalité :

X X

—€

2 _
F)* =4 7+ o)

2. Déterminer des primitives G et H sur R de des fonctions respectives suivantes :

ex

g‘Xn—>ex

_ex
et h:x— —.
+1 (eX + 1)2

3. Le réel a étant strictement positif, on admet que le volume V (a) de ce solide en cm? est donné par la
formule :

V(a) =4n(L(a) - L(0)) , ou: L(x) = G(x) + H(x).

En déduire que pour toutréel a>0:

V(a)=4n

(e“ +1 ) 1 1 ]

In + -—1.
2 et+1 2

4. Déterminer, al’aide de la calculatrice, une valeur approchée de a a 0,1 pres, sachant qu’une fliite doit
contenir 12,5 cL, c’est-a-dire 125 cm3. Aucune justification n’est attendue.

Partie C

Le responsable des ventes affirme que 98% des fliites vendues par I’entreprise sont conformes.
Sous cette hypothese, on consideére les 400 premieres fltites fabriquées et on appelle C le nombre de flltes
conformes parmi toutes ces fl{ites supposées indépendantes.

1. Décrire laloi de la variable C.

2. Expliquer pourquoil'intervalle [386;397] est un intervalle de fluctuation centré au seuil de 95% asso-
cié a C. On arrondira les résultats a 10~ pres.

3. On constate que 13 des 400 fliites ne sont pas conformes. En faisant le lien avec la question 2, que
peut-on penser de I'affirmation du responsable?
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