«» Eléments de correction du devoir surveillé n°6 e.

EXERCICE 1 : D’APRES BAC - POLYNESIE - 30 AOUT 2022 10 points
Partie 1
. U ) s 2In(x)
Soit g la fonction définie pour tout nombre réel x de I'intervalle |0 ; +oo[ par: g(x) =
, L . 3 . e 2-2In(x)
1. Onnote g’ la dérivée de g. Démontrer que pour tout réel x strictement positif: g'(x) = ———.
X
2xx-2In(x)x1 2-2In(x
Solution:VxeR™ : g'(x) = £ 5 = 5 ()
X X
2. On dispose de ce tableau de variations de la fonction g sur l'intervalle ]0 ; +oo[ :
X 0 1 € +00
2
Variations / € \
de g 0
—00 — 0
Justifier les informations suivantes lues dans ce tableau :
2
a. lavaleur —;
e
. 2 . 2ln(e) 2
Solution : La valeur — est!'image de e par g: g(e) = =—
e e

b. les variations de la fonction g sur son ensemble de définition;

2-21
Solution: g'(x) = x—zn(x) donc g’(x) est du signe de 2 —2In(x) = 2 (1 — In(x)).

 Sur]0; e[, In(x) < 1donc 1-In(x) >0 donc g'(x) > 0; la fonction g est strictement croissante
sur cet intervalle.

* Sur]e;+ool, In(x) > 1 donc 1 -In(x) < 0 donc g'(x) < 0; la fonction g est strictement dé-
croissante sur cet intervalle.

c. leslimites de la fonction g aux bornes de son ensemble de définition.

Solution :

1 1
. lin0121n(x) = —oo et liIIOI— = +o0. Dong, par produit, linolg(x) = linolzln(x) X — = —00.
X— X— x X— X— x
x>0 x>0 x>0 x>0

In(x)

e D’apres le théoreme des croissances comparées, lilll =0donc lirP gx)=0.
X—+00 X—+00

X

3. En déduire le tableau de signes de la fonction g sur 'intervalle ]0 ; +ool.

Solution :

X 0 1 +00

signe de g(x)

I
=
+
o
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Partie 2

Soit f la fonction définie sur 'intervalle ]0 ; +oo[ par

f(x) = [In(x)]%.

Dans cette partie, chaque étude est effectuée sur l'intervalle 10 ; +ool.

1. Démontrer que sur l'intervalle ]0 ; +ool, la fonction f est une primitive de la fonction g.

2In(x)

= g(x)

Donc sur I'intervalle ]0 ; +o00l, la fonction f est une primitive de la fonction g.

Solution : [(u(x)?]’ = 2u'(x)u(x) donc f'(x) = 2 x i xIn(x) =

2. ATlaide de la partie 1, étudier :

a. la convexité de la fonction f;

Solution : On étudie la convexité de la fonction f.

D’apres les questions précédentes, la fonction g, dérivée de la fonction f, est croissante sur]0; e[,
donc la fonction f est convexe sur cet intervalle.

De méme, la fonction g, dérivée de la fonction f, est décroissante sur ] e ; +oo[, donc la fonction
f est concave sur cet intervalle.

De plus, la fonction g donc la fonction f’, change de sens de variation en x = e, donc la courbe
représentant la fonction f admet un point d’inflexion en x = e.

b. les variations de la fonction f.

Solution : On étudie les variations de la fonction f en utilisant le signe de ' = g.

Sur 'intervalle 10 ; 1[, la fonction g est négative donc f’ est négative; la fonction f est donc stric-
tement décroissante sur cet intervalle.

Sur l'intervalle 11 ;+ool, la fonction g est positive donc f’ est positive; la fonction f est donc
strictement croissante sur cet intervalle.

De plus on peut dire que la fonction f admet un minimum pour x = 1.

3. a. Donner une équation de la tangente a la courbe représentative de la fonction f au point d’abs-
cisse e.

Solution : Une équation de la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse e est :

2
y=f'(e)(x—e)+ f(e).Ona: f'(e)=gle) = E;f(e): (ne)?=1

' 4 . . 2 . 2 T 2
L'équation devient: y=— (x—e) + 1 soit y=—x—2+1 c'est-a-dire y=—x— 1.
e e e

b. En déduire que, pour tout réel x dans 0 ; e] :

(In(x)]% > %x— 1.

Solution : La courbe représentant f admet un point d’inflexion en x = e donc la tangente en ce
point coupe la courbe; a gauche du point, la fonction est convexe donc la courbe est au dessus de
cette tangente.

2
On en déduit que sur ]0; e], ona: [In(x)]? > Ex— 1.

Page 6



EXERCICE 2 : D’APRES BAC - AMERIQUE DU SUD J1 - 26 SEPTEMBRE 2022 10 points

1

Soit (u,) la suite définie par 1 = 4 et, pour tout entier naturel n, u,y; = 5 ufl

1.

a. Calculer u; et us.

(%) 256
5 125

: 1, 1, 1 1,
Solution: u; = — x ug=—x4"=—etup=— x uy =
5 5 5 5

b. Recopier et compléter la fonction ci-dessous écrite en langage Python. Cette fonction est nom-
meée suite_u et prend pour parametre |'entier naturel p.

Elle renvoie la valeur du terme de rang p de la suite (u,).

1 def suite_u(p)

2 u= ...

3 for i in range(1,...)
4 u=...

5 return u

Solution :

def suite_u(p)
u=4
for i in range(l,p + 1)
u = u*u/5
return u

Qr = W N =

a. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 0 < u, < 4.

Solution : Soit 22, la double inégalité 0 < u;, < 4.

e Initialisation: uy=4et0<4 <4, s0it 0 < uy < 4 donc & est vraie.

e Hérédité : on suppose qu'il existe un entier k tel que & vraie (c’est-a-dire 0 < uy < 4)
Montrons alors que &y vraie (c’est-a-dire 0 < uy4; < 4)
D’apres ’hypothese de récurrence, on a:

O<up<4=0< ui < 16, par croissance de la fonction carrée sur R*.

1, 16
@0<guk<€

1, 16
:>0<guk<4,car3:3,2<4
:0< uk+1 <4
Donc &, est vraie.

* Conclusion: d’apres le principe de récurrence, 2, est vraie pour tout entier naturel, c’est-
a-direqueVrneN,ona:0< u, <4.

b. Démontrer que la suite (u,,) est décroissante.

5
U, <4doncu,,—5<0;or u, >0donc u, (u, —5) <0etdonc u,.1—u, <0

. 1, Up
Solution: v, —u, = gun — Uy = Uy (? - 1) =u,

On en conclut que la suite (u,) est décroissante.
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c. En déduire que la suite (u,,) est convergente.

Solution : Pour tout n, 0 < u, donc la suite (u;) est minorée par 0.
La suite (u;) est décroissante et minorée donc, d’apres le théoréeme de la convergence monotone,
la suite (u,,) est convergente (vers une limite ¢ telle que 0 < ¢ < 4).

1
3. a. Justifier que la limite ¢ de la suite (u,) vérifie 'égalité ¢ = gﬁz.

1
Solution : Soit f: x € R — gxz. Ona:
e VneN, f(uy) = ups1.
* (uy) converge vers une limite finie ¢ telle que 0 < ¢ < 4.

* la fonction f est continue sur R car c’est une fonction polynomiale.

1
D’apres le théoréme du point fixe, la limite ¢ est solution de I'équation f(x) = x. Soit: ¢ = géz.

b. En déduire la valeur de ¢.

1
Solution : ¢ est solution de I'équation x = gxz ; on résout cette équation.

1 1
x:gx2 — x(l—gx):0<:> x=0oux=5

Or, on sait que 0 < ¢ < 4 :la solution ¢ = 5 n'est donc pas valable donc ¢ = 0.

4. Pour tout entier naturel n, on pose v, = In(u,) et w, = v, —In(5).

a. Montrer que, pour tout entier naturel n, v, =2v, —In(5).

Solution :

1 1
Une1 =In(Ups1) = ln(—ui) = ln(g +In(u2) = —In(5) + 21In (1) = 2In (u,) —In(5) = 2v, —In(5)

5

b. Montrer que la suite (w;) est géométrique de raison 2.

Solution : w,, = v, —In(5) donc v,, = w, +In(5)

Wne1 = Vpe1 —InB) =2v, —InB) —InB) =2 (w, + In(5)) — 2In(5)
=2w,+2In(5)-2In(5) = 2w,

Donc la suite (w;,) est géométrique de raison 2.

c. Pour tout entier naturel n, donner 'expression de w;, en fonction de n et montrer que v, =

ln(g) x 2" +1n(5).

4
Solution : vy = In (1) =1n(4) donc wy = vy —In(5) =In4) —In(5) = ln(g)
4
La suite (wy) est géométrique de raison g = 2 et de premier terme wy = In (E) donc, pour tout

4
entier naturel n,ona: w, = wy x g" = ln(g) x 2",

4
Pour tout n, v, = w, +In(5) donc v, =1In (3) x 2™ +1n(5).
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5. Calculer lim v, etretrouver lim u,,.
n—+oo n—+oo

4 4
Solution: Comme 2>1: lim 2" = +oo. De plus, = < 1 donc ln(—) <0.
n—+oo 5 5

4
Donc, par produit: lim ln(—) x 2" = —o0, puis par somme : lim v, = —oo.
n—+oo 5 n—+oo

v, =1In(u,;) donc u,, = e¥r

Or lim e*=0,et lim v, =—oo, donc par composition: lim e’ =0.
X——00 n—+0o n—+

On a donc redémontré que 11111 un =0.
n—+oo

EXERCICE 3 : D’APRES BAC - AMERIQUE DU SUD J1 - 26 SEPTEMBRE 2022 10 points

Dans la figure ci-dessous, ABCDEFGH est un parallélépipéde rectangle tel que

AB =5,AD =3 etAE =2.

Lespace est muni d'un repere orthonormé d’origine A dans lequel les points B, D et E ont respectivement
pour coordonnées (5; 0; 0), (0; 3; 0) et (0; 0; 2).

oo
.

1. a. Donner, dans le repere considéré, les coordonnées des points H et G.

Solution : Ef = ZB + fTE donc le point H a pour coordonnées (0;3 ;2).
AG = AB + AD + AE donc le point G a pour coordonnées (5;3;2).

b. Donner une représentation paramétrique de la droite (GH).

Solution : La droite (GH) a pour vecteur directeur Iﬁ de coordonnées (5;0;0).
De plus, elle passe par le point G donc elle a pour représentation paramétrique :

xZXG+xm-xt x = 5+5¢
Yy =Yct+Ygg*xt ,avecteR <4 y =3 ,TER.
z=zG+zﬁXt z =2

2. Soit M un point du segment [GH] tel que HM = kHG avec k un nombre réel de l'intervalle [0; 1].

a. Justifier que les coordonnées de M sont (5k; 3 ; 2).

xm—0 = 5k XM = 5k
Solution: HM =kHG < <{ yM—-3 =0 << yum =3
zm—2 =10 M = 2

Donc les coordonnées de M sont (5k; 3; 2).
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b. En déduire que AM -CM = 25k2 — 25k + 4.

Solution : Les coordonnées de AM sont celles de M donc: (5k; 3; 2).
Les coordonnées de C sont (5;3;0), donc cellesde CM sont (5k—5;3-3;2—-0) soit (5k—5;0;2).
AM -CM =5k x (5k—5)+3 x 0+2 x 2 = 25k% — 25k + 4

c. Déterminer les valeurs de k pour lesquelles AMC est un triangle rectangle en M.

Solution : Le triangle AMC est rectangle en M si et seulement si AM LCM , C'est-a-dire AM -CM
ou encore 25k% — 25k +4 = 0.

On résout cette équation. A = (—=25)2 —4 x 25 x 4 = 225 = 152

25+15 40 4 25-15 10 1

—_—:—etkzz = — = —
2x25 50 5 2x25 50 5

1 4
Donc pour k = 5 ouk= = le triangle AMC est rectangle en M.

Léquation admet deux solutions k; =

Dans toute la suite de I'exercice, on considere que le point M a pour coordonnées (1; 3; 2).
On admet que le triangle AMC est rectangle en M .

1
On rappelle que le volume d’'un tétraedre est donné par la formule 3 x Aire de la base x h ou & est la hauteur
relative a la base.
3. On considere le point K de coordonnées (1; 3; 0).

a. Déterminer une équation cartésienne du plan (ACD).

Solution : Le plan (ACD) a pour vecteurs directeurs AB et AD, donc il a pour équation carté-
sienne z = 0.

b. Justifier que le point K est le projeté orthogonal du point M sur le plan (ACD).

Solution : zx = 0 donc le point K appartient au plan (ACD).

JT/[_Ig a pour coordonnées (0;0;—2), donc

. W-ﬁzOdoncWLﬁ;

« MK -AC =0donc MK L AC.

On en déduit que MK est orthogonal au plan (ACD), et donc que K est le projeté orthogonal du
point M sur le plan (ACD).

c. En déduire le volume du tétraedre MACD.

1
Solution : Le volume du tétraedre MACD est : 3 x Aire de ACD x MK.

MK apour coordonnées (0;0;—2), donc MK = 2.

ADxDC _3x5 15

Le triangle ACD est rectangle en D donc a pour aire 5 5

1 15
Le volume du tétraedre MACD est donc, en unités de volume : 3 x > x2=5.
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4. Onnote P le projeté orthogonal du point D sur le plan (AMC).
Calculer la distance DP; en donner une valeur arrondie 2 1071.

Solution : Si on considére D comme sommet du tétraedre MACD, la base est le triangle AMC, et

la hauteur est DP.
. . AM x MC
Le triangle AMC est rectangle en M donc son aire est : ———.

AM=+v(1-02+(3-02+(2-02=v14
CM=/(1-52+@B-3)2+(2-0)2=v20

L'aire de AMC vaut : @ =/70.
Le tétraédre MACD a donc pour volume : % x V70 x DP soit : DP;/%.
On sait que ce volume vaut 5, donc : DPV70 =5donc:DP = 15 =~ 1,8.
V70
EXERCICE 4 : D’APRES BAC - AMERIQUE DU SUD J2 - 27 SEPTEMBRE 2022 10 POINTS

Une entreprise fabrique des composants pour I'industrie automobile. Ces composants sont congus sur trois
chaines de montage numérotées de 1 a 3.

+ Lamoitié des composants est concue sur la chaine n° 1;
¢ 30 % des composants sont concus sur la chaine n°2;
¢ les composants restant sont concus sur la chaine n° 3.

Alissue du processus de fabrication, il apparait que 1% des pieces issues de la chaine n° 1 présentent un
défaut, de méme que 0,5 % des pieces issues de la chaine n° 2 et 4 % des piéces issues de la chaine n° 3.
On préléve au hasard un de ces composants. On note :

¢ () I'événement «le composant provient de la chaine n° 1 »;
¢ (yl'événement «le composant provient de la chaine n°2 »;
¢ (3 l'événement «le composant provient de la chaine n° 3 »;
e DI'événement «le composant est défectueux »et D son événement contraire.

Dans tout Uexercice, les calculs de probabilité seront donnés en valeur décimale exacte ou arrondie a 1074 si
nécessaire.

PARTIE A

1. Représenter cette situation par un arbre pondéré.

Solution :
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2. Calculer la probabilité que le composant prélevé provienne de la chaine n° 3 et soit défectueux.

Solution: Ona p(C3n D) = p(C3) x pc, (D) =0,2 x 0,04 =0,008.

3. Montrer que la probabilité de I'évenement D est P(D) = 0,0145.

Solution : De méme p (C; N D) = p(Cy) x pc, (D) =0,5x 0,01 =0,005.
p(C2nD) = p(Cy) x pc,(D) = 0,3 x 0,005 = 0,0015.

D’apreés la loi des probabilités totales :

p(D) = p(CyND)+ p(C;nD)+ p(C3nD)=0,005+0,0015+ 0,008 = 0,0145.

4. Calculer la probabilité qu'un composant défectueux provienne de la chaine n° 3.

p(DNC3) 0,008
p(D) 00145

Solution: On a pp (C3) = ~0,55172, s0it 0,551 7 2 10™* pres.

PARTIE B

Lentreprise décide de conditionner les composants produits en constituant des lots de » unités. On note X
la variable aléatoire qui, a chaque lot de n unités, associe le nombre de composants défectueux de ce lot.
Compte tenu des modes de production et de conditionnement de I'entreprise, on peut considérer que X
suit la loi binomiale de parametres n et p = 0,0145.

1. Dans cette question, les lots posseédent 20 unités. On pose n = 20.

a. Calculer la probabilité pour qu'un lot posséde exactement trois composants défectueux.

Solution : On a la loi binomiale 28(20 ; 0,014 5), donc la probabilité qu'un lot posséde exactement
trois composants défectueux sur 20 est égale a :

(3))0,0145% x (1-0,0145)!7 ~0,00271, 50it 0,002 7 2 10~ pres.

b. Calculer la probabilité pour qu'un lot ne posséde aucun composant défectueux.
En déduire la probabilité qu'un lot possede au moins un composant défectueux.

Solution : La probabilité pour qu'un lot ne posséde aucun composant défectueux est égale a (1 —
0,0145)?° =~ 0,746 67, soit 0,746 7 a 10~* pres.

Donc la probabilité qu'un lot possede au moins un composant défectueux est 1 —0,74667 =
0,253 3.

2. Le directeur de I'entreprise souhaite que la probabilité de n’avoir aucun composant défectueux dans
un lot de n composants soit supérieure a 0, 85.

Il propose de former des lots de 11 composants au maximum. A-t-il raison ? Justifier la réponse.

Solution : X suivant la loi binomiale de parametres n et p =0,0145,0na:

p(X=0)>0,85 < (1-0,0145)" > 0,85 ou encore 0,9855" > 0,85, d’'ou1 par croissance de la
fonction logarithme népérien :

In0,85
nln0,9855 >1n0,85 et enfin n < ————— (carIn0,9855 < 0).
In0,9855
Ino0,85
r———~11,1.
In0,9855

11 composants au maximum par lot conviennent : le directeur a raison.
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PARTIE C

Les cofits de fabrication des composants de cette entreprise sont de 15 euros s’ils proviennent de la chaine
de montage n° 1, 12 euros s'ils proviennent de la chaine de montage n°2 et 9 euros s'ils proviennent de la
chaine de montage n° 3.

Calculer le cotit moyen de fabrication d’'un composant pour cette entreprise.

Solution : Le cotit moyen de fabrication d'un composant pour cette entreprise est égal a :

0,5x15+0,3x12+0,2x9=7,5+3,6+1,8=12,9

soit 12,90 € par composant.
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