DS N25 _ ENTRAINEMENT _ éléments de correction Term. spé

EXERCICE 1:

Parmi les angines, un quart nécessite la prise d’antibiotiques, les autres non.

Afin d'éviter de prescrire inutilement des antibiotiques, les médecins disposent d'un test de
diagnostic ayant les caractéristiques suivantes :

« lorsque I'angine nécessite la prise d'antibiotiques, le test est positif dans 90 % des cas;

« lorsque I'angine ne nécessite pas la prise d’antibiotiques, le test est négatif dans 95%
des cas.

Partie 1

Un patient atteint d’angine et ayant subi le test est choisi au hasard.

On consideére les événements suivants :

» A:«le patient est atteint d'une angine nécessitant la prise d’antibiotiques »;
e T :«letest est positif »;
« Aet T sont respectivement les événements contraires de A et 7.

1. On résume la situation par un arbre pondéré.

P(ANT)=P(A)x Po(T)=0,25x0,90 = 0,225

2. D'apres la formule des probabilités totales :
P(T)=P(ANT)+P(ANT)=0,225+0,75x0,05 = 0,2625

3. Onchoisit un patient ayant un test positif. La probabilité qu'il soit atteint d'une angine
nécessitant la prise d'antibiotiques est :

P(ANT) 0,225
Pr(A) = = ~0,8571
r(4) P(T)  0,2625

4. a. Les événements correspondant a un résultat erroné du testsont: AnT et AnT .

b. On définit I'évenement E : « le test fournit un résultat erroné ».
P(E) = P(Kn T) + p(AnT) =0,25x 0,10+ 0,75 x 0,05 = 0,0625



Partie 2

On sélectionne au hasard un échantillon de n patients qui ont été testés. On admet que l'on
peut assimiler ce choix d'échantillon a un tirage avec remise. On note X la variable aléatoire
qui donne le nombre de patients de cet échantillon ayant un test erroné.

1. On suppose que n = 50.

a. On a une répétition de 50 épreuves indépendantes et identiques n'ayant que
deux issues et dont le succeés a pour probabilité p = 0,0625; donc la variable
aléatoire X qui donne le nombre de succes suit la loi binomiale Z(n, p) de para-
meétres n =50 et p =0,0625.

50 7
b. P(X=7)= ( . ) x 0,0625" x (1-0,0625)""7 =0,0237

c. La probabilité qu'il y ait au moins un patient dans I'échantillon dont le test est
errongé est :

50
PIX=1)=1-P(X=0)=1- ( % ) x 0,0625" x (1-0,0625)°° ~ 0,9603

2. On cherche la taille de I'échantillon faut-il choisir pour que P(X = 10) soit supérieure
a0,95.

P(X>210)>0,95 < P(X<10)<0,05 < P(X<9)<0,05
A la calculatrice, par essais successifs, on trouve :
* pour n =247, P(X <9) =0,0514,
* pour n =248, P(X <9) = 0,0498.
Il faut donc un échantillon de taille au moins 248 pour que P(X = 10) = 0,95.

EXERCICE 2:

po— — 3
1. AvecC(l;l;O)etD(O;1;0).onobtientl((%; l;O),doncAK(%; l:O)etonaAL(O; 1; 5)

— —
2. a +n-AK=3-3+0=0;
— -

—

+ n-AL=0-3+3=0:le vecteur n est donc orthogonal a deux vecteurs non
colinéaires du plan AKL, il est donc orthogonal a ce plan; c'est donc un vecteur
normal a ce plan.



b. Onadonc M(x; y; z) € (AKL) — AM -1 =0 — 6x-3y+2z+d=0, avec
d <R et comme A appartientaceplanona:0+0+0+d =0.
Conclusion: M(x; y; z) € (AKL) < 6x-3y+2z=0.

—
c. Ladroite A contient D et a pour vecteur directeur n, donc:

g : = 6t
M(x;y;z)ed < ilexiste teR, DM =tn < { y-1 = -3t ,teR <
z = 2t
X = 61
y = 1-3t ,teR.
z = 2t

d. Le point N est donc le point commun au plan (AKL) et a la droite A, donc ses
coordonnées (x; y; z) vérifient le systeme :

» = 61
i’ i l—;: yIER=>6x61+(-3)x(1-31)+2x2r=0 <=
6x-3y+2z=0

3
36t-3+9t+41t=0 < 49t=3 < t= —9: en remplacant dans les trois pre-
miéres équations du systeme, on obtient :

[ 3 ( 18

X = GX— X = —
ey o 18 40 6

P = l—3x—3_. ={y = ig Conclusion : N( )
4 49 49’ 49 49
3 6
z = 2% — Z: = =
\ 49 \ 49

a. Le triangle ADK est rectangle en D; on a par définition AD = 1 et DK = %
Baine ALADK) = 22X DK

1
2 &
D’autre part DL = %, donc

[ -

V(ADKL) =

) soit DN(‘,9 ; 337 25 )»donc:

A
~D
z—
@Im

2 _ 182 -9\2 6 \2 _ 18°+9°+6° _ 324+81+36 _ 441 _ 21° _ 21)?
DN*= (35 +('4'9') () =l o e A 20 (2
3
DoncDN=—=;
¢. En prenant comme base le triangle AKL,on a:
AKL) x DN 1 A(AKL x =
V(hpi) AKIEN, 3 S}



EXERCICE 3: VRAI/FAUX justifier

In(x?-1)

1. lim =—o VRAIE FAUXxO
> x—1
x—-1
limx—1=0%"
x31
llgn xZ —1=0"%or lim ln(X) = —oo donc par COmposée hgn ln(x2 _ 1) - —o»
x-1 X-0 ) o
Donc par quotient lim InG"=1) _
x31 x-1

. In(x?-1
2. lim 2D
x—>4+00 x-—1

0 VRAI XI FAUX[O

In(x? — 1) _In(x+1Dx-1) Inlx+1D+In(x—-1) In(x+1) N In(x — 1)

x—1 | x—1 x—1 x—1 lx—l
lim x —1=+4oet lim InX - 0 par croissance comparée donc par composée lim Inx-1) _ 0
xX—+00 X->+00 X 1 x—+o x—11
In(x+1) In(x+1) x+1 In(x+1) X (1 + ;) In(x+1) 1+%
= X = X = X
x—1 x+1 x—1 x+1 ( _1) x+1 1
x|1 X 1 x

De la méme facon que précédemment on montre par composée que :
In(x + 1) 0

1m
x-+0  x + 1
1

. 1 . . 1+ ) .
lim (—) = 0 donc par somme et quotientona lim —% = 1 d’ol par produit
X—+00 \X X—+0co 1—;

o In(x+1)
lim ———=0
x->4+00 x —1

0

. In(x%-1
Donc par somme lim InG-1) _
x—o4+o00 x—1

3. lim 3xe**!=—o0 VRAILO FAUX X

X——co

2 2
3xe* *1 =3xe* X e
. 2 . .,
Or lim xe*” = 0 par croissance comparée
X——00

Donc par produit lim 3xe*’ 1 =0

X—>—00

4. lim 3xe*’*! = 4o VRAIX FAUX I

xX—+00
lim 3 = 4o
X—+00
: . C 2
lim x2+ 1= +ocrt lim eX = 400 donc par composée lim e* *1 = +oo
X—+0co X—-+00 X—+00

Donc par produit lim 3xe*’*1 = +oo
X—+00

5. Soit la suite (u,) définie par u,, = % ; cette suite n’a pas de limite. VRAIO FAUX [X]

Pourtoutn € N,—1<cos(3n+5) <1

1 cos(3n+5 1
Donc — = < Los(3n+5) <=

n2 n?
) 1 . 1
Or lim —== lim ==
n—-+oo n n-+oon
Donc d’apres le théoréme des gendarmes, la suite (u,) converge et sa limite est la méme que celle de la suite

cos(3n+5) _
n2 —

0

1 1 ..
v, = ——etw, = —=soit lim
n n2 n 2 n-+oo




6. Soitlafonction f:x — In(x? + 1), la courbe représentative de la fonction f est au-dessus de ses tangentes
sur] —1;1]. VRAI XI FAUX [

) = 2x_ " )_2(x2+1)—2x><2x_—2x2+2

FO =g e/ W= “w@re

Puisque x2 + 1 > 0 pour toiut x € R, le signe de f”'(x) ne dépend que de celuide —2x2 + 2 = 2(1 — x?) =
=2(1-x)(1+x)

X —00 -1 1 +o0
Signede (1 —x)(1 + x) — 0 + 0 —

Car le signe du coefficient de x? est négatif.
Sur]—1;1[, f""(x) > 0 la fonction est donc convexe, ce qui signifie que sa courbe représentative est au-
dessus de toutes ces tangentes sur cet intervalle.

n
) > 0,1 pour tout entier n inférieur ou égal a 10. VRAI[J FAUX [XI

wIinN

7. Soit n un entier naturel, 5 X (

2\" 2\" _ 01 2\" 2 . . «
5x% (5) >01e (5) > b (5) > 0,02 © nin (5) = 1n 0,02 par croissance de la fonction In sur R}
on< lnO#carln(g) <0
In(%) 3
In 0,02 s . . .
? =~ 9,6 donc cette inégalité est vraie pour toiut entiern <9
n(?

3

Or

8. Soit f(x) = 2xIn (5 —x),onaalors f'(x) = % VRAIO FAUX[X

-1 2x
f (X)=21n(5—x)+2x><5_x=21n(5_x)_m

9. Soit la fonction g définie et continue sur I'intervalle [-5; 5]. Ona g(—=5) = —1; g(0) = =5 et g(5) = —1.
L’équation g(x) = —2 admet exactement deux solutions sur I'intervalle [-5;5]. VRAIO FAUX X]

On ne peut pas appliquer deux fois le théoréme de la bijection sur ...[—1; 0] et sur [0; 1], car on ne sait pas si
la fonction gest str

.
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