«» Eléments de correction du DS n°4 ee

EXERCICE 1 3 points
. . P cos(3n+1)-1 .
1. Soit (uy), la suite définie par : u, = ——————— pour tout n € N. Cette suite :
n
a. n’apasde limite
b. apour limite —1
c. apour limite 0*
d. apour limite 0~
Solution : Réponse d.
VneN : -1<cos@Bn+1)<1le<=-2<cos@Bn+1)-1<0<=-2<cos@Bn+1)-1<0
-2 cos(Bn+1)-1 0 -2 cos(B3n+1)-1
SST g SpTesT g S0
-2 cos(B3n+1)-1
Or, lim — = lim 0=0, donc d’apres le théoreme des gendarmes, lim ; =0.
n—+oco 2  n—-+oo n—+ n2
. cos(3n+1)—-1 . cos(3n+1)—-1 _
De plus, on amontré que VneN: ———— < 0,donc lim ———— =0
n n—+oo n2

2. Soit une fonction f définie et dérivable sur
[-6;6]. La courbe représentative de sa fonc-
tion dérivée [’ est représentée ci-contre.

La fonction f est concave sur :
a. [—-6;—-2[etsur]l;6]
b. 1-2;1].

. [-6;,-0,17]

d. [-6;—1[ etsur]0,5;6]

(<]

Solution : Réponse c.

La courbe représentative donnée étant celle de la fonction dérivée de f, on utilise le fait que
la fonction f est concave sur un intervalle si et seulement si sa dérivée est décroissante sur cet
intervalle.

Parmi les intervalles proposés, celui qui correspond a I'intervalle ot1 la fonction f” est décroissante
est [-6;-0,17[.

3. Soitla fonction g définie par g(x) = (1 - x?)e**!:
a. xlim gx)=0"
——00

b. Jim _g(x) = (0

e

Jim g(x) = —oo

e

xl—i>rpoo g(x) = +o0

Solution : Réponse a.
gx)=(1-x*)etl=¢e

lim e**! =0 et par croissances comparées, lim x
X——00 X——00

Enfin, par somme, lim g(x)=0.
X——00

x+1 _x2 ex+1 — ex+1 _x2 exel.

2e* =0, donc par produit lim x*e*e! =0.
X——00

x+1

Deplus, VxeR, x<-1=1-x*><0= (1-x?)e <0= lim g(x)=0".
——00

Page 5



EXERCICE 2 : D’APRES BAC - METROPOLE 1 - 13 SEPTEMBRE 2021

Soit f la fonction définie sur I'intervalle

1
——=; +oo
3

1
On considere la suite (u;,) définie par: 1y = > et, pour tout entier naturel n, u,+1 = f (uy).

1.

a. Calculer u;.

10,5 points

2 2
Solution: On a donc pour n=0, u; = f(up) = f(—) =—=7=
2

b. Construire les 3 premiers termes de la suite sur ’axe des abscisses du graphique ci-dessous :

Solution :

0.9 |

0.8 1

0.7+

0.6 1

0.5

0.4+

0.3 1

0.2 ¢

0.1}

-0.1 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Uo 1231 Uy

-0.1"+

a. Montrer que la fonction f est croissante sur I'intervalle

1
—=; +00
3

4(1+3x)—4x><3_4+12x—12x_ 4

() =

Solution: Vx e

1
——; +oo
3

Donc la fonction f est donc croissante sur |—— ; +oo

(1+3x)2 T (1+3x)? _(1+3x)2>0'
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1
b. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a: 5 Sup LU L2

Sup < Up <2

DN =

Solution : Soit 22 (n) I'inégalité triple :

. 1 4 1 1 4

e Initialisation:ona uy=—-etu; = —;deplus - < - < - <2,donc:
2 5 2 2 5

1

§<u0<u1<2,donc<@(0) est vraie.

e Hérédité : On suppose qu'il existe un k € N tel que £ (k) est vraie, c’est-a-dire — < ug <

N~

Uk+1 < 2.
1
Montrons alors que 2 (k + 1) est vraie, c’est-a-dire > S upy1 S Uk <20

En utilisant 'hypothese de récurrence et la croissance de la fonction fona:

< ug

N |~
/N
<
~
x
VAN
[\
=

Donc 22 (k + 1) est vraie.

* Conclusion : d’apres le principe de récurrence pour tout entier naturel n, on a :
Un+1 < 2.

c. En déduire que la suite (1) est convergente.

Solution : La suite (u;) est croissante et elle majorée par 2, d’apres le théoreme de convergence

monotone, elle converge vers une limite ¢ telle que : 2 <l<L2.

d. On appelle ¢ la limite de la suite (u,). Déterminer la valeur de ¢.

Solution:On a:

e VneN, f(un) = up+s1.

1
(uy,) converge vers une limite finie ¢ telle que 2 <O<L2.

¢ la fonction f est continue sur

1
-3 +oo[ car le quotient de deux fonctions polynomiales
dont le dénominateur ne s’annule pas sur cet intervalle.

D’apres le théoreme du point fixe, la limite ¢ est solution de ’équation f(x) = x. Résolvons-la:

4¢
f(f):[<:> mzf < 40 =0(1+30) < 0=¢(1+3¢—-4)
l =0

=0
— ((30-3)=0<= 3/(¢/-1)=0 ou = { ou
/-1=0 ¢ =1

1
Comme ¢ > 2 la seule solution possible est 1; la suite (#,,) converge vers 1.
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3. a. Compléter directement sur le sujet la fonction Python ci-dessous qui, pour tout réel positif E,
détermine la plus petite valeur P telque: 1 —up < E.

Solution :
def seuil(E) :
u=0,5
n=0

whilel-u>=E
u=4xu/(1+3+*u)
n=n+1

return n

b. Donner la valeur renvoyée par ce programme dans le cas o1 E = 1074,

Solution : On obtient ug = 0,99975, donc 1 — ug > 10™* et u7 = 0,999939, donc 1 — u; < 1072,

Le programme renvoie donc n=7.

4. On considere la suite (v,) définie, pour tout entier naturel n, par :

Upn

Up =
1-u,

a. Montrer que la suite (v,) est géométrique de raison 4.
En déduire, pour tout entier naturel n, '’expression de v, en fonction de n.

. . Un+1 . - s
Solution : Pour tout entier naturel n, v,41 = I soit en utilisant la définition de 1,41 :
—Up+1
4u,

1+3u, . . e
Un+1 = —,— soit en multipliant chaque terme par 1 +3u,, :

_ n

1 1+3u,
4u, duy, Up

Untl = =4 =4v,.

1+3up—4u, 1-u, 1l-u,
Légalité, vraie pour tout naturel n, v,41 = 4v, montre que la suite (v,) est géométrique de raison

1
Ww 3

- -1
l-up 1-%

q =4, de premier terme vy =

DI [rol—

On sait qu’alors , pour tout entier naturel 1, v, = vgx g"" =1 x 4" =4",

Un
vy +1°

b. Démontrer que, pour tout entier naturel n, ona: u, =

Solution : Quel que soit n € N,

u
v, = T T = Vn(l—Up)=Uy < Vp—UpUp=Up < Vp=UpUp~+ Uy, < UV, =U, (V,+1).

— un
Comme v, =4", v, > 1, donc v, +1 > 2, donc v, + 1 # 0 et finalement en multipliant par 7

v

. Un . "

on obtient u, = quel que soit n e N.
v, +1

Page 8



c. Montrer alors que, pour tout entier naturel n,on a:

~ 1
"~ 1+0,25"°

Retrouver par le calcul la limite de la suite (u).

Un

Solution : On sait que quel que soit n € N, v, = 4", d'oll en remplacant dans I'écriture précé-

dente :
n 1
U, = et en multipliant par — :
" an g p pat
1 1 1" (1)" . 1
Uy = 1.Or—:—: -] =0,25", dolt u;, = ———.
1+4—n 4n  4An 4 1+0,25"

Comme 0 < 0,25 < 1, on peut dire que nhIP 0,25" = 0, puis, par somme, nliIP 1+0,25" =1et
— 100 — 100

enfin par quotient, lim u,=-=1.
n—+oo 1

EXERCICE 3 6,5 points

ABCDEFGH est un cube représenté ci-contre.
Les points I, J, K et L sont les milieux respectifs des

segments [AE], [BG], [EG] et [AB]. I J
On se propose de montrer de deux facons différentes
que les points I, K, J et L sont coplanaires.
‘D c
f’.--- >
e L

Premiere méthode : avec des vecteurs
Dans cette partie vous ne pouvez pas utiliser de coordonnées de point ni de vecteur.

On note M le milieu du segment [I]], on a alors MI+MJ=0.

_

1. a. Démontrer que M est aussi le milieu de [KL], soit que MK + ML = U

Solution :
MK +1\7L):]\7[>+I_15>+]3(>+M_f+]_B>+B_L>

l— 11— 1— 1—
=-AE +-EG +-GB +-BA
2 2 2 2

1 —_— —_— —_— —_—
== +EG +GB +

. (AE EG +GB BA)
=%H=H

b. En déduire que les points [, K, J et L sont coplanaires.

Solution : Le point M est a la fois le milieu de [I]] et de [KL]. Cela signifie que IKJL est un paral-
lélogramme, et donc que les 4 points des sommets sont coplanaires.
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Deuxieme méthode : avec des coordonnées

On se place dans le repére (A; zﬁ; E; fTE).
2. a. Déterminer les coordonnéesde I, J, K et L.

—_—— — 1 1 1 1 1 1
Solution:Danslerepére(A;AB;AD;AE):I(O;0; 5),](1; E; E)'K(E; 5; l)etL(E;O;O)

b. Calculer les coordonnées des vecteurs ﬁ, ﬁg et ﬁ .

—_ —_ 1
Solution:OnadoncU(l—O; ),soitl](l;E;O).
— (1 1 1 . —
Deméme,IK(——O; ——0; 1——),501t:IK(
2 2 2
1

Etenﬁn:IL(——0;0—0;0——),soit:IL(—; ; —
2 2 2

c. Démontrer que les points I, K, ] et L sont coplanaires.

Solution : Grace aux coordonnées, on voit que IJ = IK +IL : celasignifie quele vecteur IJ s’écrit
comme combinaison linéaires des vecteurs IK et IL . Or, les 3 vecteurs ont le point  en commun,
donc les points I, J, K et L sont coplanaires.

3. Soit le point N défini par : AN =3AB +2AD +3AE.
a. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (AN).

Solution : Comme ,Uv' = 31@ + Zﬁ + SE , on en déduit les coordonnées du vecteur ,Uv' :
AN (3;2;3),etcommeonaA(0; 0; 0),une représentation paramétrique possible de la droite

x = 3k
(AN)est:< ¥y = 2k , keR
z = 3k
1 1
X = —+-=t
% 2
b. Une représentation paramétrique de la droite (KJ) est:{ y = > , teR
1
z = 1—-=t
2

Montrer que les droites (AN) et (KJ) sont sécantes et déterminer les coordonnées de leur point
d’intersection.

Solution : Supposons qu’il existe un point P, intersection des deux droites, ses coordonnées véri-
fient alors les deux représentations paramétriques et on a :

3k = -1+%t k = 1 k = 1 k = 1
% 1 th 1 1 L3l 1 %

1 i f i g i

k = 1—--t 3x= = 1—--=t 2t = 1=-= [ o= -
2 4 2 2 4 2

Le systeme a une solution, donc les droites (AN) et (KJ) sont bien sécantes.

1
On remplace k par 1 dans’équation paramétrique de (AN) pour déterminer les coordonnées de

, 3 1 3
P,etonobtient: P| —; = ; —
4 2 4
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