«» Eléments de correction du DM n°5 ee

EXERCICE 1 : D’APRES BAC - CENTRES ETRANGERS - 13 JUIN 2012

On considere I'équation (E) d'inconnue x réelle :
e =3(x*+x3).

Partie A : Conjecture graphique

Le graphique ci-contre donne la courbe repré-
sentative de la fonction exponentielle et celle de
la fonction f définie sur R par f(x) = 3(x? + x3) 1
dans un repére orthogonal.

A Taide du graphique ci-contre, conjecturer le
nombre de solutions de I'équation (E) et leur
encadrement par deux entiers consécutifs.

Solution : Les solutions de I’équation (E) sont les abscisses des points d’intersection des deux courbes.
Il semble y en avoir 2. L'une comprise entre —1 et 0, 'autre entre 0 et 1.

Partie B : étude de la validité de la conjecture graphique

1. a. Ftudier selon les valeurs de x, le signe de x? + x3.

Solution : Vx € R, x? + x> = x?(1 + x). Comme un carré est positif ou nul, x> + x> est du signe de
1+x.

— x*+x3=0pourxe{-1;0}.
— x>+ x3>0pourxe]—1;0[uU]0; +ool.

— x*+x3<0pour x€]-o0; —1l[.

b. En déduire que I’équation (E) n’a pas de solution sur l'intervalle ]| —oo; —1].

ex
Solution : x solution de (E) < e*=3(x*+x%) < x*+x° = 5
X

e
Or, VxeR : ?>0, alors que Vx €] —oo; —1[ : x> +x3 <0.

(E) n’a donc pas de solution sur I'intervalle | —oo; —1].

c. Vérifier que 0 n’est pas solution de (E).

Solution: e® =1 et 3 x (02+03) =0# 1. Donc 0 n’est pas solution de (E).

2. On considere la fonction h, définie sur]—1; 0[U]0; +oo[ par:

h(x) =In(3) +In (xz) +In(1+x) - x.

Montrer que, sur]—1; 0[U]0; +oo[, 'équation (E) équivaut a h(x) = 0.
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Solution:Vx€]-1;0[uU]0; +oo[, (E)

HHHHHH

e’ =3(x*+x3)

In(e) =In (3 (x* + x3))
x=In@3) +1n(x* (1 + x))
—1n(3)+1n( 2)+In(1+ x)

In(3) +In(x?) +In(1+x)-x=0

h(x) =

a=b < In(a) =1
In(ab) = In(a) + In(

n(b)

a. Ftudier les limites de & aux bornes de son ensemble de définition.

Solution : Limiteen —1:
lim1 In3)—x=In(3) -1
P
. 2
xlin_ll X = par composition __ 2
. . — lim ln(x ) =0 par somme
)l(lil’ll In(X) = x—-1 = 11m1 h(x) =-
s
xlin_ll I+x = 0 par composition i In(1l
)l(irr%) X = —oo = lim n(l+x)=-
Limiteen0:
lirr(l) In(3) —x=In(3)
X—
. 2
}Cli% X = 0 parcomposition . 9
. _ lim ln(x ) = -0 par somme _,
)I(ILI%) In(X) = -o0 x—0 - hng) hix)=-
X—
}Clir(l) I+x =1 par composition I In(l B
lm In(x) = 0 = I nl+x=
Limite en +oo:
lirP In(3)—x=-o00
X—+00
lim x? = +o00 iti
. par composition
xl +oo In(x) = = lim In(x?) =+oo L .
JJim n(X) = +oo x—+00 * —> on une forme indéterming
lim 14+4x = +o0 iti
X—+00 par composmon . _
{ dim Inx) = +oo = Jlm, Ind+x)=
—+00
2In(x) In(Q+x x
h(x)=In@3) +(x+1) ™) ( ) .
x+1 x+1 x+1
Or
. 1
— lim — = lim —==1
x—+o0o x+1 x—-+oo ] l
by
xl_l.rpoo 1+x = 7 par composition In(1+ x)
— = im ———=
S 00 dm
—+00
Inx Inx Inx
— Pourtout x > 1,0 < —— < ——. Par croissances comparees, hm —— =0puisle théoreme
x+1 X 1 X
nx
des gendarmes assure que lim —— =0
x—+o00 x+ 1
Finalement avec des opérations élémentaires, on obtient enfin : liIP h(x)=-
X—+00

b. Montrer que, pour tout réel x appartenanta]—1; 0[uU]0; +oo[,ona:

—x2+2x+2

Ty _
) = x(x+1)
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Solution : /i est une somme et composée de fonctions de référence dérivables, donc & est bien

dérivablesur]—1; 0[U]0; +ool.
!

. . L. . L u
Si u > 0 sur un intervalle, alors In(u) est dérivable sur cet intervalle et sa dérivée est —.
u

. , 2x 2 1 2+ D) +x—x(x+1)
Pourtoutreelxe]—l;O[u]O;+oo[,h(x):0+—2+——1:—+ -1=
) xc x+1 x x+1 x(x+1)
—X“+2x+2
Onabien: h'(x) = ——M—
x(x+1)

c. En déduire les variations de la fonction #.

Solution : Pour étudier le sens de variations de &, on étudie le signe de sa dérivée.
Les numérateurs et dénominateurs sont des trindmes du second degré.

Pour le dénominateur, les racines sont 0 et —1, le coefficient dominant est 1 > 0. Il est donc positif
«al'extérieur » des racines, négatif « entre » les racines (voir le tableau).

Pour le numérateur, pas de racine évidente. On calcule donc le discriminant. On trouve: A =12 >
-2+2v3
—2\/_:1—\/§etx2:1+\/§.

Enfin, grace a la calculatrice, on trouve que h(1-v/3) <0 et k(1 + v/3) > 0. On peut donc faire le
tableau suivant :

0 et les deux racines sont x; =

x -1 1-v3 a1 0 ay 1+v3 a2 +00
2
T - 0 + + 0 -
2x+2
x(x+1) 0 - - 0 + +
h(x) + 0 = + 0 =
h(1-v/3) h1+V3)
h(x) ~. ' \()
/ 0. /0 ~_
—0o0 —0o0 —00 -0

d. Déterminer le nombre de solutions de I’équation h(x) = 0 et donner une valeur arrondie au
centieme de chaque solution.

Solution : Sur Pintervalle | —1; 0[ : la dérivée s’annule en changeant de signe (+; —), donc h(1 -
v/3) est un maximum pour h sur cet intervalle. Or h(1 — v/3) <0 donc I’équation h(x) = 0 n'a pas
de solution sur ]—1; 0[. C’est une premiére contradiction avec la conjecture de la partie A.

Sur Pintervalle |0 ; 1+ /3 : 1a fonction & est somme de fonctions continues, elle est donc conti-
nue, et elle est strictement croissante sur cet intervalle. De plus : xli_,r{)l+ h(x)<0<h (1 + \/5) Donc,
d’apres le théoréme de la bijection, I'équation h(x) = 0 admet une unique solution a; sur [0; 1+ V3.
La calculatrice donne : #(0,61) ~ —0,02 < 0 < h(0,62) = 0,24 donc a; € [0,61 ; 0,62].
On trouve de méme que h(0,618) <0 < h(0,619) donc 0,618 < a; < 0,619

Une valeur approchée de a1, arrondie au centiéme est donc 0, 62.

Sur lintervalle |1 + v/3 ; +oo[ : la fonction & est somme de fonctions continues, elle est donc
continue, et elle est strictement décroissante sur cet intervalle. De plus, h(1++v/3) >0 > xlir+n h(x).
—T00
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Donc, d’apres le théoréme de la bijection, 'équation h(x) = 0 admet une unique solution ay sur
11+V3; +ool.
Avec la calculatrice, on trouve 7,12 comme valeur approchée de a», arrondie au centiéme.

e. Conclure quant a la conjecture de la partie A.

Solution : La conjecture de la partie A est erronée. Il y a bien deux solutions mais pas dans les
intervalles prévus!

EXERCICE 2

On pose uy =1, u; =e et, pour tout entier naturel » :

2
un+l

eup,

Un+2 =

1. On définit, pour tout entier naturel »n, la suite (v,) par:

Vp =In(up+1) —In(uy)

a. Démontrer que la suite (v,) est arithmétique de raison —1 et de premier terme vy = 1.

u
Solution : Comme u, > 0, quel que soit n €N, v, =In(u,+1) —In(uy,) = ln( ntl )
Un
2
u u u u u
D’autre part Up.s = n+l — n+2 — n+l — e n+2 _ n+1.
€Un Un+1 €lUpn Un+1 Upn
On déduit :
u u u u
ln(e"—”) = ln("—H) <~ In(e) +ln("—+2) :ln( "H) SOitl+vpi1 =V < Vpy1=Un— 1.
Up+1 Up Up+1 €lUp
Cette égalité montre que la suite (v;) est arithmétique de raison —1 de premier terme vy =Inu; —
Inug=Ine—-Inl1=1-0=1.

b. En déduire, pour tout entier naturel n, 'expression de v, en fonction de n.

Solution : On sait que quel que soitneN, v, =vy+nx(-1),soitv, =1-n.

2. On définit, pour tout entier naturel n non nul la suite (S;) par:

Sp=vy+v1+--+V51
n3-n)

a. Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul, ona S; = >

Solution :

Onadonc S, =1+(1-1D)+(1-2)+...+(1-(n—-1)=nx1-(1+2+3+...+(n—1))
nn-1 2n-nn-1 n2-(n-1) n@B-n)

2 2 a 2 2
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b. Démontrer que, pour tout entier naturel z» non nul, on a S;, = In (u,).

u
Solution : On a vu que quel que soit n €N, v, = ln( Z“ ), donc
n
u u u u U u Up_ u
Sn=vy+...+v, =ln(—l)+ln(—2)+...+ln( L )+ln(n—+1) =ln(—1 x 2% x—ntl, Tn )
Up 1231 Up-1 Up Up U Up-2 Up-1
u u
Tous les termes de u; a u,—; se simplifient; il ne reste plus que : S;, =1In (—n) =In (Tn) =In(u,;).
Uo

3. a. Exprimer u, en fonction de n et en déduire la limite de la suite (u;,).

Solution : D’apres les deux questions précédentes on déduit que :
n@3-n
Sl’l = g n(3— n) n3-n) .
2 doncIn(u,;) = ————etdoncu, =e 2z ,quelquesoitneN.
S, = In(uy,) 2
Calculdelalimite:ona: lim n=+ocoetparsomme lim 3-n=—co.
n—+oo n—+oo

.o n@B-n . . .

Donc, par produit : nhrp — =% puis, par composition de fonctions :
—+00
n3-n)
lim e z = lim eX=0.Donc finalement: lim Uu,=0

n—+oo X——00 n—-+oo

b. Ecrire un algorithme qui permet de déterminer la plus petite valeur de 7 telle que u, < 1070,

Solution :
def seuil()

u =0

n=20

while u > 10*x(-50):
n = n+l
u = exp((n*B3-n))/2)
return(n)

c. Retrouver le résultat renvoyé par I'algorithme de la question précédente a l’aide de la résolution
d’'une inéquation.

Solution :

_ n(3-n) _
Up<10™ = ez <10 =

f5i319-<1n(10—ﬂn — -n*+3n-2In(10"°) <0

Léquation —n? +3n—21In(107°%) = 0 admet pour racines ny ~ —13,75 et np ~ 16,75 donc —n? +
3n—-2In(107°°) < 0 pour n > 17.
La plus petite valeur de 7 telle que u, <10™>% est n = 17.

On vérifie a la calculatrice que 1 ~ 6,8 x 10746 > 1070 et que 117 =2,1 x 10752 < 1070,

EXERCICE 3

On considere les droites d et d’ de représentations paramétriques suivantes :

x =1 X = 2-t
d{ y = 2-k ,keR etd { y = -3+4t ,teR
z = 4-3k z = 1
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1. Montrer que les droites sont sécantes en un point A dont on donnera les coordonnées.

Solution : Supposons qu’il existe un point A, intersection des deux droites, ses coordonnées véri-
fient alors les deux représentations paramétriques et on a :

1 = 2—¢ r = 1
2—-k = -3+4t =< k =1
4-3k = 1 k =1

Le systéme a une solution, donc les droites d et d’ sont bien sécantes, pour trouver les coordon-
nées du point d’intersection, il suffit de remplacer ¢ par 1 (ou k par 1). Onadonc: A(1;1; 1).

2. Justifier que le point B(3; -7; 2) n'appartient pas au plan défini par les deux droites d et d’.

Solution : Soient ; ;( 0;-1;-3)et J( —1; 4; 0) des vecteurs directeurs respectifs des droites d
etd'.Deplus, AB(2; —-8; 1).

Si B appartient au plan défini par les deux droites d et d’, alors le vecteur AB peut s’écrire comme
combinaison linéaire des vecteurs u et J

Vérifions si c’est le cas : soient a et § deux réels tels que AB = au + fu’ :

B = -2

. 2 = -p 1
AB =au +fu <=<{ -8 = —a+4f —=<{ ¢ = _g
- _ 3
1 = 3a g = =2

3

Ce systéme n’a pas de solution, donc les vecteurs AB, u et u' ne sont pas coplanaires, donc le
point B n’appartient pas au plan défini par les deux droites d et d’'.

3. Atout point M de la droite d’, on associe la fonction f définie par: f(t) = BM?

a. Exprimer f(f) en fonction du parametre ¢.

Solution : f(£) = BM? =\/(xapr —3)2 + (ypm +7)2 + (2 — 2% = G =32+ (ym+ 7% + (2 — 2)°
Puis, on remplace les coordonnées de M grace a I'équation paramétrique de d’ :

f)=@2-t=3)2+(-3+4t+7)%+(1-2)
=(—t-1*+@r+4)%+(-1)?
=42t +1+162+32t+16+1
=17t*+341+18

b. Déterminer la valeur ¢y pour laquelle cette fonction admet un minimum.

Solution : C’est un polynéme du second degré, qui admet un minimum (car a = 17 > 0) atteint en
b 34

20 2x17

o=—

c. Donner les coordonnées du point My qui correspond a cette valeur fg.

Solution : On remplace ¢ par -1 dans I'équation paramétrique de d’, et on obtient (3; —7; 1)

Remarque : nous le verrons prochainement dans le chapitre 7 : ce point sappelle projeté orthogonal du point
B surla droited’.
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