«» Eléments de correction du devoir maison n°2,5 &

EXERCICE 1

Soit f une fonction définie et dérivable sur R\ {—3}, dont le tableau de variation est le suivant :

X —00 -4 -3 -1 +00
signe de B 0 N N 0 N
J'()
e +00 +00 +00
variations \ / .
de f 10 oo — °

On sait, de plus, que pour tout réel x # 3, f(x) peut s’écrire sous la forme f(x) = ax’*+b+ oua,b,c,d

sont quatre réels (avec a # 0 et ¢ # 0).

1. a. Alaide des indications fournies par le tableau, déterminer la fonction f.

Solution : D’apres le tableau de variation, on a entre autre que x = —3 est une valeur interdite
7
donc d =3, deplus: f(-4) =10; f'(-4) =0; f(-1) ==3 et f'(-1)=0.
Enfin, f'(x) =2ax - .Donc:
r@ (x +3)2
- 16a+b—-c=10
f(=9=10 24a+b=10
Fed)=0 —8a—c=0 16a+b-c=10 ar .
7 o c 7 o c=-8a © c=-ca
f(_]_)z__ a+b+-—=—- 7 _ 7
2 2 2 a+b-4a=—-— _3a+b__§
f'-n=0 —2a-7=0 2
Donc finalement :
7 1
24a+b+3a-b= 10+§ aza
< b=10-24a <y b=-2 1, 4
- - X)=-x"-2—-——
c=-8a c=-4 f® 2 x+3

(x+12%(x+e)

b. Démontrer qu'’il existe un réel e tel que : pour tout x e R\ {—3}ona: f'(x) = 137

4 xXP+6x°+9x+4
(x+3)2 (x+3)2

Solution: f'(x) = x+ .Donc:

B +6x°+9x+4=(x+1)2x+e) o X +6x°+9x+4=x>+(e+2)x*+ Qe+ 1)x+e
Se+2=6et2e+1=9

<e=4

(x+1D2(x+4)

Pone [l =5y
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c. Justifier toutes les informations du tableau de variation de f.

Solution : Un carré étant toujours positif, f'(x) est du signe de x + 4 et s’annule pour x = —1.
Cela explique la ligne qui correspond au signe de f’(x) et les variations de la fonction f.
Puis, déterminons les limites de f aux bornes de son domaine de définition :

1, 4
X)==-x“"-2-
1@ 2 x+3

,Or:

.1 - 4
e par somme, lim —x?-2 = +oo et par produit lim —— = 0 donc, par somme :
x—+00 2 x—too x+3

xl_lgloof(x) = +o0.

. 4
lim —— = +oo donc, par somme :
+

1 5
e par somme, lim —x? -2 = = et par produit
2 2 x—-3*X+3

. x—=3
M £ = oo

1 5 4
e par somme, lim —x®>—2 = = et par produit lim —— = —oco donc, par somme :
x—= 2 x—=-3"Xx+3

xl_l)rinoof(x) = +00.

Enfin, vérifions les images dans la derniére ligne du tableau de variation :

f(-4) 1( 4)? -2 L 16—2 4 8-2+4=10
i — = —— —Z— = —-X —2——— =0 =
2 —4+3 2 -1
1 4 1 4 3 7
o —1 :——12—2— = - - ——:—2——:——
f=D 2( ) -1+3 2 2 27 2

2
X
2. Soit C la courbe représentative de f dans un repere du plan et P la parabole d’équation y = 5 2

dans le méme repere.

a. On admet que P coupe I'axe des abscisses en deux points que I'on déterminera.

. x? -4 (x-2)(x+2) x?
Solutlon:?—Z: = ;donc ——-2=0< x=2oux-2. Donc P coupe

2 2
I’axe des abscisses en (2;0) et en (-2;0).

b. On admet que C coupe I'axe des abscisses en seul point A. Déterminer une valeur approchée de
l'abscisse de A a 1072 pres.

Solution: f(2,344) = —0,001 <0 < f(2,345) = 0,0011, on en déduit donc que x4 = 2,34.

c. Etudier la position relative des courbes C et P.

1 4 1 4
Solution : D’apres la question l.a.: f(x) — (=x?—2) = —x?-2— —— — (=x?>-2) = ———.
P q f() (2 ) 2 x+3 (2 ) x+3

1
Six>-3, f(x)— (Ex2 —2) <0; donc C est en dessous de P sur | —3; +00|.

1
Deméme:six < -3, f(x)— (Ex2 —2)>0; donc C est au dessus de P sur | —oo; —3[.

d. Prouver que P est une courbe asymptote de C en —co et en +oo (c’est a dire que 1'écart entre les
deux courbes en —co et en +o00). On dit que C admet une branche infinie parabolique.

1 4 4 1
Solution: f(x)—(=x2—2)= ———et lim ——— =0,donc lim f(x)—(=x>-2) =0, c'est-
& (2 ) X+3 x—foo x+3 X—>ioof( ) (2 )

a-dire que P est asymptote a C en +oo et —oo.
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e. Construire P et C.

Solution : Voir ci-dessous

2
X
f. Résoudre algébriquement I'inéquation: —0,1 < f(x) — (? -2)<0,1.

. x? 4 4
Solut10n:—0,1<f(x)—(?—2)<0,1©—O,1<——3<O,1©0,1>—3>—0,1.

X+ X+
On ne peut travailler qu’avec des nombres de méme signe, on distingue donc deux cas :

— Cas1:
4 4 ) ) ..
0< ——<0,1 © —— > 10, par décroissance de la fonction inverse sur]0; +oo[
xX+3 x+3
< x+3>40
< x>37
— Cas2:
4 4 L. ..
-0,1< <0e < —10, par décroissance de la fonction inverse sur] — oco; 0[
xX+3 xX+3
< x+3<40
< x<-—43

Finalement : si x €] — oo; —43[U]37; +00l, 'écart entre la courbe et la parabole est inférieur a
0,1.
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EXERCICE 2 : D’APRES BAC - NOUVELLE-CALEDONIE - 02/12/20 10 points

On considere les suites (1) et (v,) définies pour tout entier naturel n par :

U = yy=1
Upy1 = Up+ Uy
Un+1 = 2Up+ Uy

Dans toute la suite de I'exercice, on admet que les suites (u,) et (v,) sont strictement positives.

1.

a. Calculez u; et v;.

Solution: u; =ug+vg=1+1=2etv; =2xuy+vy=2x1+1=3.

b. Démontrer que la suite (v,) est strictement croissante, puis en déduire que, pour tout entier
naturel n, v, > 1.

Solution : Pour tout n, v,y = 2u, + v, donc v,41 — v, = 2uUy,.

On a admis que la suite (u,) était strictement positive donc, pour tout n, u; > 0; on en
déduit que, pour tout n, v, — v, > 0 donc que la suite (v,,) est strictement croissante.

La suite (v,) est strictement croissante donc, pour tout n, v, > vg donc v, > 1.

c. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, ona: Up=n+l.

Solution : Soit &, I'inégalité: u, > n+1.

¢ Initialisation

Pour n=0,u,=ug=1etn+1=1donc uy > 0+1; &, est vraie.

Hérédité

On suppose qu’il existe un entier k tel que 27 est vraie (c’est-a-dire uy > k+1).
Montrons qu’alors Py, est vraie (c’'est-a-dire ugq = k +2).

Ug+1 = U+ Vg or, d’apres ’hypothése de récurrence : ug > k+1 et, d’apres la question
1.b, v > 1. On en déduit que Uy = k+1+1<=ug,; = k+2:donc Py, est vraie.
Conclusion

D’apres le principe de récurrence, la propriété 22, est vraie pour tout n € N, c’est-a-
dire que u, > n+1 pour tout n € N.

d. En déduire la limite de la suite (u,,).

Solution : Pour tout n, u, > n+1; or hm n+1 = +o0, donc par théoréme de comparaison,

+00

hm U; = +oo.

(_1)n+1

v
2. On pose, pour tout entier naturel 7 : r, = —. On admet que : rZ=2+ —

a. Démontrer que pour tout entier naturel n: - — < —— < —-.

Un uz

(_1)n+1 1

us, u? u

IS

Solution : (—1)"*! vaut soit —1, soit 1 selon la parité de n; donc :

1 (_1)n+1

-1< ()" <l - 5 < ——— < —, caruj > 0.
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(_1)I’l+l
b. Endéduire: lim ———— =0.

n—+oo u%l

Solution : On sait que lim u, = +oo donc par produit: lim uft = +o0.
n—+oo n—+oo
1 1
Puis, par quotient on en déduitque lim —— = lim — =0.
n—+oo un n—+oo un
) 1 (-1 n+1 1
On sait de plus que, pour tout n: -— < ——— < —.
u u u
n n n
(_ 1) n+1
Donc, d’apres le théoreme des gendarmes, on peut dire que : nliIJIrl —F—=0.
—too 12

c. Déterminer la limite de la suite (r2) et en déduire que (r,) converge vers v/2.

. ) (_1)n+1 ) (_1)n+1 ] )
Solution: r; =2+ ———et lim ———=0,donc: lim r;=2.
7 n—+oo un n—+

On peut en déduire que la suite (r,) converge vers —V2 ou V2.
v

Puis : d’apres I'énoncé : Vn e N, u;, >0 et v, >0, donc rj, = -2 > 0, la limite de la suite (r;,)
Un

ne peut donc pas étre négative. La suite (r,,) converge donc bien vers v/2.

d. Démontrer que pour tout entier naturel 7,

2+r1,
'n+1 = .
1+r,
Solution : Pour tout entier naturel r,
v v
Up (2 + 2 2+ 2
_ Unt1_ 2up+vp Un Uy, 2+1,
Tl = Cuptuv, U 1. Yn 141y,
Un+1 Un+ Un n 1+ 2 'n
Uup|l+—
Uy Un

e. On considere le programme suivant écrit en langage Python :

def seuil() :
n=0
r=1
while abs(r-sqrt(2)) > 10**(-4) :
r=(2+1)/(1+1)
n=n+l
return n

(abs désigne la valeur absolue, sqrt la racine carrée et 18** (-4) représente 10™%).
La valeur de n renvoyée par ce programme est 5.

A quoi correspond-elle?

Solution : Elle correspond a la plus petite valeur de n pour laquelle la distance entre r, et
V2 est inférieure ou égale a 1074,
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