» Eléments de correction du Bac blanc - J1 &

EXERCICE 1 5 points

Cet exercice est un questionnaire a choix multiples. Pour chacune des questions suivantes, une seule des quatre
réponses proposées est exacte. Une réponse exacte rapporte un point.

Une réponse fausse, une réponse multiple ou l'absence de réponse a une question ne rapporte ni n'enléve de
point. Pour répondre, indiquer sur la copie le numéro de la question et la lettre de la réponse choisie. Aucune
justification n'est demandeée.

1. On considére une fonction g définie sur R. On a re-
présenté ci-contre la courbe représentative 6 de sa
fonction dérivée g'.

La fonction g est :

convexe sur I'intervalle [-1 ; 5].
concave sur l'intervalle [-1; 5].
croissante sur I'intervalle [2; 5].
décroissante sur I'intervalle [2; 5]

pogp

2. On considere la fonction f définie sur R par: f(x) =3e* — x.
a. lim f(x)=3
¥—too b. lim f(x)=+oc0
X—+00
c. xlil}l fx)=-o0 d. on ne peut pas déterminer la limite de la
—+00

fonction f en +oo.

3. SoitI’équation (E) : In(x) +In(x + 3) = 3In(2). Combien cette équation a-t-elle de solutions distinctes?

b. 2 ¢. Une infinité d. Aucune
a. 1

4. Pour tout nombre réel a, le nombre In(4 e2>* *3) s'écrit :

a 2a°+7 c. e8@+12 d. In(8a%+12)
b. 2(a*+1n(2)) +3

5. On considere deux suites (U,) et (V};) définies sur N telles que :

— pour tout entier naturel n, U,, < Vj,

n—+oo
a. Lasuite (U,) converge b. pour tout entier naturel n, V,, <2

c. Lasuite (U,) diverge
d. Lasuite (U,) est majorée
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EXERCICE 2 : D’APRES BAC S - ASIE - 23 JUIN 2016 5 points

Une société produit des bactéries pour I'industrie. En laboratoire, il a été mesuré que, dans un milieu nutritif
approprié, la masse de ces bactéries, mesurée en grammes, augmente de 20 % en un jour.

La société met en place le dispositif industriel suivant.

Dans une cuve de milieu nutritif, on introduit initialement 1 kg de bactéries. Ensuite, chaque jour, a heure
fixe, on remplace le milieu nutritif contenu dans la cuve. Durant cette opération, 100 g de bactéries sont
perdus.

Lentreprise se fixe pour objectif de produire 30 kg de bactéries.

Les deux parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.

Partie A : premier modéle — avec une suite
On modélise I'évolution de la population de bactéries dans la cuve par la suite (u,) définie de la facon
suivante :

up = 1000 et, pour tout entier naturel n, u,+1 =1,2u, — 100.

1. a. Expliquer en quoi ce modele correspond a la situation de I'énoncé.
On précisera en particulier ce que représente u,,.

Solution : On appelle u, la masse, en gramme, des bactéries présentes dans la cuve, et n repré-
sente le nombre de jours depuis le début du processus.

On a donc uy = 1000 puisqu’initialement, on introduit 1 kg soit 1 000 grammes de bactéries.
D’'un jour a I'autre, le nombre de bactéries augmente de 20 %, c’est donc qu’il est multiplié par

20 . - . L.
1+ Too = 1,2. Chaque jour, en remplagant le milieu nutritif, on perd 100 grammes de bactéries.

Donc, pour tout n, u,4+1 = 1,2 u, — 100 avec ug = 1000.

b. Lentreprise souhaite savoir au bout de combien de jours la masse de bactéries dépassera 30 kg.
AVl'aide de la calculatrice, donner la réponse a ce probléme.

Solution : On cherche le plus petit entier n tel que u, > 30000.

Ala calculatrice, on trouve uy» ~ 28103 et uy3 =~ 33624; donc on dépasse 30 kg de bactéries a partir
de 23 jours.

c. On peut également utiliser I'algorithme suivant pour répondre au probléme posé dans la ques-
tion précédente. Recopier et compléter cet algorithme.

Solution :
def seuil() :
u=1000
n=0

while © < 30000 :
u=1,2*u—-100
n=n+1
return n

2. a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, u; > 1000.

Solution : Soit 22, I'inégalité u, > 1000.

e Initialisation : up = 1000 > 1000 donc &7, est vraie.
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» Hérédité : on suppose qu'il existe un rang k € N tel que &, est vraie (c’est-a-dire uy > 1000).
Montrons alors que &y est vraie (c’est-a-dire ug, = 1000).
On part de ’hypothese de récurrence :

Uy > 1000=1,2u; > 1200
<=1,2u;—100 > 1100
—up+1 = 1100
= U4+ = 1000

= PP, est vraie

* Conclusion : D’apres le principe de récurrence, &2, est vraie pour tout n € N, c’est-a-dire
que pour tout n € N, u, > 1000.

b. Démontrer que la suite (u;,) est croissante.

Solution : Pour tout n, u;+1 — 4y, =1,2u, —100—u,, =0,2 u,, — 100
Or, pourtout neN: u, > 1000<=0,2u, > 200<=0,2u, — 100 > 100<=uy,+) — u,; > 100> 0
On peut donc dire que la suite (u,) est croissante.

3. On définit la suite (v,) par : pour tout entier naturel n, v, = u, — 500.

a. Démontrer que la suite (v,) est une suite géométrique.

Solution : v,,11 = Uy+1 —500 = 1,2 1, —100—500 = 1,2(v,, + 500) —600 = 1,2 v, + 600 — 600 = 1,2 v,
o = Up — 500 = 1000 — 500 = 500
Donc la suite (v,) est géométrique de raison g = 1,2 et de premier terme vy = 500.

b. En déduire que pour tout entier n € N, u,, =500(1,2" + 1).

Solution : On déduit de la question précédente que, pour tout n, v, = vy x g" =500 x 1,2".
Comme, pour tout 1, Uy, = v, + 500, on en déduit que u, =500+ 500 x 1,2" =500(1 +1,2").

c. Déterminer la limite de la suite (u;,).

Solution : La suite (v;) est géométrique de raison 1,2 et de premier terme positif; or 1,2 > 1 donc,
d’aprés le cours, lim v, = +oo.
n—-+oo

Pour tout n, u, = v, +500 donc lirP U, = +oo
n—+oo

d. Retrouver le résultat de la question 1.b. par la résolution d'une inéquation.

Solution : On cherche le plus petit entier 7 tel que u;, > 30000 :

30000

U >30000<=500(1 +1,2") >30000<=1+1,2" > 5 —1,2">60-1<1n(1,2") >1In(59),

par croissance de la fonction In sur R**.

In(59)

In(1,2)
Finalement, u;, > 30000<=n > 22,36. On retrouve bien que n = 23.

U, >30000<=nlIn(1,2) >In(G9)<—n>

,carln(1,2) >0 comme 1,2 > 1.
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Partie B : second modéle — avec une fonction

On constate qu’en pratique, la masse de bactéries dans la cuve ne dépassera jamais 50 kg. Cela conduit
a étudier un second modele dans lequel la masse de bactéries est modélisée par la fonction f définie sur
[0; +oco[ par:

50
1+49e 02!
ol t représente le temps exprimé en jours et ol f () représente la masse, exprimée en kg, de bactéries au
temps t.

f=

1. a. Calculer f(0).

50 50

Solution: f(0) = = =1
) 1+49¢% 1+49

b. Démontrer que, pour toutréel ¢ > 0, f(£) <50.

Solution : Pour tout £ € R*, e %2/ > 0 donc 1 +49e %% > 1 et donc < 1, par décrois-

1+49e-02¢

sance de la fonction inverse sur R™*.

On en déduit que ———— < 50 et donc que, pour tout ¢, f () <50.
AU T age-02t que p Fo

c. Etudier le sens de variation de la fonction f.

Solution : On calcule la dérivée de f sur R* :
—(~0,2 x49e7021) 49002

f'() =50 x =

(1+49e7021)*  (1449¢7021)
La fonction exponentielle étant a valeur strictement positives sur R, et donc sur R*, ona:
490e7921 > 0, et (1+49e021)* > 0.

Donc pour tout x € R*, f/(r) > 0, et f est croissante sur R*.

2

d. Déterminer la limite de la fonction f en +oco.

Solution: lim —0,2f=—oo0;onpose T =—0,2t.0r lim e’ =0donc lim e %?’ =0 (par com-

t—+00 T——o00 I—+00
position de fonctions)

-0,2¢

On en déduit que par somme, tliIP 1+49e =1 et donc que par produit, tlir+n f () =50.
— 100 — 100

2. Interpréter les résultats de la question 1 par rapport au contexte.

Solution : On sait que f(f) représente la masse, en kg, de bactéries au temps ¢, exprimé en jours.

* f(0) =1 signifie que la masse des bactéries a I'instant ¢ = 0 est de 1 kg;

* f(#) <50 pour tout ¢ signifie que la masse de bactéries dans la cuve sera toujours inférieure
a50kg;
* f est croissante signifie que la masse de bactéries augmente régulierement au fil du temps;

. tliIP f () =50 signifie que la masse de bactéries dans la cuve va se rapprocher de 50 kg.
—+00

Page 9



3. En utilisant ce modele, on cherche a savoir au bout de combien de jours la masse de bactéries dépas-
sera 30 kg.

Résoudre I'inéquation d’inconnue ¢ : () > 30.
En déduire la réponse au probleme.

Solution : On résout I'inéquation d’inconnue ¢ : f(f) >30:

50

—50>30+30x49e %% car 1+49e %% > 0 pour tout ¢

50-30
— > e 02t
30 x49

2 -0,2t

——>e
147

2
<~—In (E) >-0,2¢ croissance de la fonction In sur [0; +oo[

i)
In|—
147

02 <t division par un nombre négatif

=)
In|—
147

=~ 21,5 donc on en conclut que la masse de bactéries dépassera 30 kg au bout de 22
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EXERCICE 3 : D’APRES BAC AMERIQUE DU SUD - 27 SEPTEMBRE 2022 5 points

Le but de cet exercice est d’étudier la fonction f, définie sur ]0; +ool ,par:

f(x) =3x—xIn(x) - 2In(x).

PARTIE A : Etude d’une fonction auxiliaire g

Soit g la fonction définie sur ]0 ; +ool par

gx)=2(x-1) - xIn(x).

On note g’ la fonction dérivée de g. On admet que xhrf g(x) = —o0.
—+00

1. Calculer g(1) et g(e).

Solution:e g(1)=2x0-1x0=0;
e gle)=2x(e—1)—exIn(e)=2e—2—eln(e) =e—-2.

2. Déterminer lirgl g(x) en justifiant votre démarche.
xX— +

Solution : Par croissances comparées, lir(r)l xIn(x) = 0 et par produit, lirgl 2(x—1) = -2, donc par
x—0* x—0*

somme, lim g(x) =-2.
x—0*

3. Montrer que, pour tout x >0, g'(x) =1—In(x).
En déduire le tableau des variations de g sur ]0 ; +ool.

Solution : g est une somme de produits de fonctions dérivables sur ]0 ; +ool et sur cet intervalle :
1

gx)=2x1-In(x)—xx—=2-In(x)—1=1-In(x).
x

Ftude du signe de la dérivée : g'(x) =1 —-1In(x) :

e 1-In(x) >0 < 1>In(x) < In(e) >In(x) < e > x (par croissance de la fonction exponen-
tielle sur R), donc g est croissante sur l'intervalle |0 ; e[;

e 1-In(x) <0 < 1=In(x) < In(e) =In(x) < e < x(par croissance de la fonction exponen-
tielle sur R), donc g est décroissante sur I'intervalle Je ; +oco[;

e 1-In(x) =0 < 1<In(x) < In(e) <In(x) < e = x(par croissance de la fonction exponen-
tielle sur R), donc g(e) = e —2 est le maximum de g sur ]0 ; +ool.

D’otl1 le tableau de variations de g :

X 0 e +00
signe de
+ 0 -
g'(x)
.. -2
variations €
de g _2 / \ oo

4. Montrer que I’équation g(x) = 0 admet exactement deux solutions distinctes sur ]0; +oo[: 1 et @ avec
a appartenant a I'intervalle [e ; +ool.
On donnera un encadrement de a a 0,01 prés.
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Solution:

 Surl'intervalle ]0; e, la fonction g est continue (car somme de fonctions continues) et stricte-
ment croissante. De plus, comme xli_%l+ g(x) <0< g(e), il existe, d’apres le théoréme de la bijec-
tion, un réel unique B €]0; el, tel que g(f) = 0. Or de facon évidente g(1) =0, donc f=1;

« Surl'intervalle Je ; +ool, la fonction g est continue (car somme de fonctions continues) et stric-
tement décroissante. De plus, comme g(e) > 0 > xl_i)r_noo g(x), il existe, d’apres le théoreme de la
bijection un réel unique a tel que g(a) =0, avec a €]e ; +ool.

Onag(4,9) =0,01etg(50) =-0,05 donc4,9<a<5,0;

g(4,92) = 0,0009 et g(4,93) = —0,005, donc 4,92 < a < 4,93.

5. En déduire le tableau de signes de g sur 10 ; +ool.

Solution : D’apres la question précédente on peut dresser le tableau de signes de g sur ]0; +oo :

X 0 1 a +00

signe de g(x) - + -

PARTIE B : Etude de la fonction f

On considere dans cette partie la fonction f, définie sur ]0 ; +oo[,par

f(x) =3x—xIn(x) - 2In(x).

On note f'la fonction dérivée de f.
La représentation graphique 6 de cette fonction f est donnée dans le repere (O, 1, ] ) ci-dessous.

6 _
5 i
4 B
3 i
2 i
1 i
15 16
_1 1
_2 €L
On admet que lir{)l f(x) = +o00.
x—0t
1. Déterminer la limite de f en +oo en justifiant votre démarche.
In(x
Solution:On a: f(x) =x|3—-In(x) —2L ;
. . . In(x) . .
Or, par croissances comparées, lim —— =0, et lim —In(x) = —oo, donc par somme de li-
x—+o0o X xX—+00
. . In(x)
mites: lim [3—-In(x)-2 = —00.
X—+00
Comme lim x = +oo, par produit de limites: lim f(x)=—oo.
X—+00 X—+00
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2.

a. Justifier que pour tout x >0, f'(x) = @

Solution : Sur ]0; +ool, la fonction f somme de produits de fonctions dérivables sur cet intervalle

est dérivable et :

P10 = 3-In()—xx 2 —2x £ = 3-In(x)—1-2 = 2-In(x)— 2 = 2X =X =2 _ 2= 1) =xin@)
X X X X

gx)

e

X X

b. En déduire le tableau des variations de f sur]0; +ool.

Solution : Le résultat précédent montre que puisque x > 0, le signe de f’(x) est celui du numéra-
teur g(x) étudié a la question 5. de la partie A.

Donc f'(x) >0 sur l'intervalle [1; a] : f est croissante sur cet intervalle;

f'(x)<0sur]0; 1[etsur]a; +ool : f est décroissante sur ces deux intervalles : (f(a) = 3,73)

X 0 1 a +00
signe de B 5 N b B
f'(x
. e +00 f(a)
variations
de f T 5 _— -

a. Montrer que, pour tout x > 0, f"(x) = ——.
x

Solution : Sur ]0; +oo[: f'(x) = %x)’ donc:

! -1 1-1 —2x-1-xl
f,,(x):g(x)xxx2 ><g(x):( n(x)) x x ;Z(x ) — xIn(x))
x—xIn(x)-2x+2+xIn(x) 2-x

b. Etudier la convexité de f et préciser les coordonnées du point d’inflexion de Ef.

Solution : Comme x? > 0, pour x > 0, le signe de f"(x) est celuide 2 — x:

e 2—x>0 < x<2doncsur]0; 2] lafonction f est convexe;

e 2—x<0 < x>2doncsur [2; +oo[ la fonction f est concave;

e 2—-x=0<—= x=2

En x =2, f"(x) s’annule en changeant de signe, donc le point de coordonnées (2 ; 6 — 41In(2)) est
le point d’inflexion de la courbe € (en effet : f(2) =6 —2In(2) —2In(2) = 6 —4In(2))
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EXERCICE 4 : D’APRES BAC CENTRES ETRANGERS - 9 JUIN 2021 5 points

Dans un repere orthonormé de I’espace, on consideére les points suivants :
A2;-1;0),B3;-1;2),C0;4;1)etSO;1;4).

1. Montrer que le triangle ABC est rectangle en A.

3-2 1 0-2 -2
Solution: AB : |-1-(-1)|=|0]et AC : |4—-(-1)|=] 5 | donc
2-0 2 1-0 1

E'Ez 1x(-2)+0x5+1 x2=0d0nc,ﬁ etzﬁ> sont orthogonaux.
Le triangle ABC est donc rectangle en A.

2
2. a. Montrer que le vecteur n| 1 |est orthogonal au plan (ABC).
-1

2
Solution : Soit le vecteur ; 1
-1

Les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires donc ce sont deux vecteurs directeurs du plan
(ABC).

AB =2x1+1x0+(~1)x2=0donc n L AB ;
AC =2x (=2)+1x5+(-1)x1=-4+5-1=0donc 1 L AC.

—

*n
—
n

Le vecteur 7 est orthogonal aux deux vecteurs AB et AC, donc il est orthogonal au plan (ABC).

b. En déduire une équation cartésienne du plan (ABC).

Solution : Le vecteur 72 est un vecteur normal au plan (ABC) donc le plan (ABC) a une équation
cartésienne dela forme: 2x+1y+(-1)z+d =0soit2x+y—-z=d=0oud eR.

Ae (ABC)=2xpa+yr—-2a+d=0=4-1+0+d =0d =-3.
Le plan (ABC) a finalement pour équation: 2x+ y—-z—-3=0.

c. Montrer que les points A, B, C et S ne sont pas coplanaires.

Solution : 2xs+ ys—25s—3=04+1-4—-3 = -6 # 0 donc S ¢ (ABC) donc les points A, B, C et S ne
sont pas coplanaires.

3. Soit (d) la droite orthogonale au plan (ABC) passant par S. Elle coupe le plan (ABC) en H.

a. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (d).

Solution : La droite (d) est orthogonale au plan (ABC) donc elle a pour vecteur directeur le vecteur
n . De plus elle contient le point S (0; 1; 4).
Donc elle a pour représentation paramétrique :

x =0+ 2xt x = 2t
y=1+1xt ,teER soit{ y =1+t ,teR
z =4+ (-)xt zZ =4-t
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b. Montrer que les coordonnées du point H sont H(2; 2; 3).

Solution : Le point H est I'intersection de la droite (d) et du plan (ABC), donc ses coordonnées
vérifient le systéme :

X = 2t
y =1+t
z =4-t
2x+y-z-3 = 0

Donc:2@2t)+(1+t)—(4—1t)—3=0,cest-a-dire4r+1+t—4+t—3=0soit £ =1.
Pourf=1,0naurax=2x1=2,y=1+1=2etz=4-1=3.
Les coordonnées du point H sont donc (2 ; 2 ; 3).

aire de la base x hauteur

4. Onrappelle que le volume V d’'un tetraedre est V =

3
Calculer le volume du tétraeédre SABC.
Solution :
AB x AC
* Labase est le triangle ABC rectangle en A dont l'aire vaut «f = —
AB?=12+02+22=5doncAB=/5
AC? = (-2)2+5%+1? =30 donc AC = v/30
- Y5xV30 _ V150 _5V6
a 2 2 2
¢ Lahauteur est SH.
SH2=(2-02+2-1)2+B-4)?>=6doncSH=V6
1 1 5v6
o V=—xgof xSH=-x \/_X\/6=5
3 3 2
5. a. Calculer lalongueur SA.
2-0 2
Solution: SA : [-1-1|=|-2| donc SA? =22 + (-2)? + (—4)> =24 donc SA = 24 =216
0-4 -4

b. On indique que SB = v/17.
En déduire une mesure de I'angle ASB approchée au dixieme de degré.

3-0 3
Solution:ﬁ: -1-1|=1|-2 donc§-§=2x3+(—2)><(—2)+(—4)><(—2)=18
2-4 -2

—

Or SA - SB = SA x SB x cos (ASB

~—

18 9
2V6x V17 V102

e

Donc 18 =2v/6 x V/17 x cos (ASB

et donc cos (KS\B) =

~—

On en déduit que ASB = 27,0°.
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